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RESUME

Dans ce mémoire, nous étudions le théoreme de Riemann-Roch pour les courbes
algébriques dans sa formulation des années 1950.

Le premier chapitre se compose de préliminaires a ce mémoire: analyse complexe,
surfaces de Riemann, formes différentielles, intégration et suites exactes sont au rendez-
vous. Ce chapitre se veut un chapitre d’accueil et ne veut en aucune fagon constituer un
premier cours d’analyse complexe ou de topologie. Ainsi, on n’y retrouve pas la plupart
du temps la preuve de ce qu’on y mentionne.

Dans le deuxieme chapitre, le lecteur trouvera une présentation complete des
notions de base de cohomologie des faisceaux, plus précisément de cohomologie de Cech.
Divers groupes de cohomologie sont calculés. Les résultats principaux de ce chapitre
sont sans doute l'existence d’une longue suite exacte de groupes de cohomologie et le
théoreme de Leray qui nous permettent de calculer plus facilement la cohomologie de
certains faisceaux.

Le troisieme chapitre présente le théoréme de Riemann-Roch. Ce théoreme lie
la dimension d’un espace vectoriel Lp de fonctions méromorphes sur une surface de
Riemann au genre de la surface et au degré du diviseur D. Ce diviseur impose des
restrictions sur les fonctions admises dans Lp.

Le quatriéme chapitre expose la notion de fibrés en droites holomorphes sur une
surface de Riemann. Le lien avec le théoréme de Riemann-Roch y est expliqué.

Le cinquiéme et dernier chapitre esquisse comment on peut utiliser le théoréme de
Riemann-Roch pour décrire sous une forme privilégiée, appellée forme de Weierstrass,
une courbe elliptique qui n’est en fait qu’une surface de Riemann de genre 1. Pour y
arriver, nous présentons brievement le théoreme de dualité de Serre qui nous permet de
calculer sans trop se casser la téte. Ce chapitre se veut un chapitre d’envoi qui, espérons-
le, donnera le golt au lecteur d’en apprendre davantage sur le merveilleux théoreme
de Riemann-Roch et ses nombreuses apparitions dans presque tous les domaines des
mathématiques modernes.

Dans ce mémoire, le genre d’une surface de Riemann est la dimension du 1¢
groupe de cohomologie de notre surface a coefficients dans le faisceau des fonctions
holomorphes. Pour les lecteurs qui ont toujours cru qu’il s’agissait du nombre de trous,
nous brossons en appendice un tableau présentant I’équivalence des définitions.

MOTS-CLEFS: Riemann-Roch, cohomologie de Cech, faisceaux, surface de Riemann



INTRODUCTION

Le lecteur est prié de gotuter a cette introduction avec sagesse. Il ne doit pas s’attendre
a en digérer le contenu d’un seul coup et doit étre réceptif a I’idée de n’en découvrir que

la saveur. Il restera ensuite suffisamment de pages a ce mémoire pour la digestion.

Une surface de Riemann est un espace topologique localement homéomorphe au plan
complexe via ce qu’on appelle des cartes. Lorsque deux cartes s’entrecoupent, on veut
que les changements de cartes soient holomorphes. Un diviseur sur une surface de
Riemann X est une combinaison linéaire formelle de points
D= D(p)p
pEX

a coefficients entiers localement finie, c’est-a-dire telle que tout compact K C X ne
contient qu'un nombre fini de points p tels que D(p) # 0. Si f est une fonction
méromorphe X — C, on note D(f) le diviseur qui contient l'information sur 'ordre
des zéros et des poles de f. On dira que deux diviseurs D et D’ sont équivalents si
D" — D = 9O(f) pour une fonction méromorphe f sur X. Un probléme qui intéressait
Bernhard Riemann (1826-1866) était de trouver tous les diviseurs positifs équivalents
a un diviseur D sur une surface compacte. Pour y arriver, il cherchait a calculer la

dimension de I’espace vectoriel complexe
L(D) ={f | f méromorphe sur X et D(f)+ D > 0},
la relation > se vérifiant point par point. Riemann prouva que, pour X compact,
dim L(D) > deg(D)+1—g

ou g est le genre de la surface X et deg(D) = Y D(p). Son étudiant Gustav Roch (1839-

1866) compléta le théoréme qu’on nomme maintenant le théoreme de Riemann-Roch



pour les courbes algébriques:
dim L(D) —dim L(K — D) = deg(D)+1—g
ou K est un certain diviseur appelé diviseur canonique.

A la suite de Riemann et Roch, plusieurs géometres tenterent de généraliser cette égalité.

Les diverses tentatives furent infécondes.

En 1949, André Weil (1906-1998) fait découvrir a la communauté mathématique qu’on
peut interpréter le concept classique de diviseur en étudiant les fibrés en droites holo-
morphes. A chaque diviseur D sur X, on associe un fibré en droites holomorphe Lp
sur X. On associe aussi a chaque fibré en droites holomorphe sur une surface de Rie-
mann un diviseur sur cette méme surface. La correspondance entre diviseurs et fibrés
en droites est tres riche car L(D) = Lp(X), ou Lp(X) représente I'espace des sections
du fibré Lp. C’est grace aux fibrés en droite qu’on saura généraliser le théoreme de

Riemann-Roch. Le rythme de I'histoire commence a s’accélérer.

En 1950-51, Henri Cartan (1904- ) prend conscience que la notion de faisceau, qui sera
expliquée dans un des premiers chapitres de ce mémoire, est tres utile pour exprimer
élégamment certains résultats de géométrie analytique obtenus dans les vingt années
qui venaient de s’écouler. Poussé par Jean-Pierre Serre (1926- ), il montre que la co-
homologie des faisceaux peut mener a des généralisations et des simplifications. Les
calculs se simplifient effectivement, le faisceau Lp des sections de Lp est isomorphe au

faisceau Op ou

Op(U) ={f | f méromorphe sur U et Vp € U ord,f + D(p) > 0},

C’est Pierre Dolbeault (1924- ) qui met le feu aux poudres en janvier 1953 avec son « Sur
la cohomologie des variétés analytiques complexes» publié dans les Comptes-Rendus
de I’Académie des Sciences de Paris. Dans ces notes, Dolbeault utilise un complexe
de formes différentielles C*° qu’il sépare en parties holomorphes et anti-holomorphes.
Une spécialisation de ses résultats en dimension 1 complexe nous mene au Lemme de

Dolbeault qui nous permettra de montrer que HY(X, Op) = 0 pour ¢ > 2.



Serre, guidé par ses résultats et ceux de Cartan sur les variétés de Stein et par le fait
que L(D) = HY(X, Op) s’est mis en quéte d’appliquer la cohomologie des faisceaux au

probleme Riemann-Roch. On écrira donc en langage moderne

dimH°(X, Op) — dimH* (X, Op) = deg(D) + 1 —g

Serre montre aussi quelques mois plus tard son fameux théoreme de dualité qui stipule,
en quelque sorte, que ’apparition du diviseur canonique K dans les travaux de Roch

n’est pas fortuite.

Au printemps 1953, René Thom (1923- ) publie quatre notes dans les Comptes-Rendus
ou il résume les résultats d’un papier qu’il publiera I’année suivante. Friedrich Hirze-
bruch, passant alors I'année a I'Institute for Advanced Studies a Princeton, prit connais-
sance de ces résultats et fut convaincu que ¢a lui permettrait de résoudre une certaine
conjecture due a Todd. Il parvint a montrer ce qu’il voulait en décembre de cette
méme année et avec sa généralisation de la notion de genre, il déduisit un théoreme de

Riemann-Roch généralisé pour les variétés algébriques.

Le théoreme de Riemann-Roch sous toutes ses formes se retrouve encore aujourd’hui au
coeur des mathématiques. J’ai assisté en mai 1999 a deux jours et demi de conférences
en ’honneur de Hirzebruch, Singer, Atiyah et Bott. Pendant ces deux jours et demi,
de brillants mathématiciens présenterent de récents développements en mathématiques
et certaines questions ouvertes. Dans presque tous les exposés, la formule de Riemann-
Roch jouait un role clef. J’aimerais donner 1’occasion aux lecteurs de ce mémoire

d’apercevoir au moins une fois dans leur vie la pointe de iceberg.

Ce mémoire expliquera donc le théoreme de Riemann-Roch classique sous une forme
faisceautique. Nous verrons ensuite comment les fibrés en droites apparaissent dans
cette histoire. Dans un dernier temps, j’esquisserai comment le théoreme de Riemann-
Roch et celui de la dualité de Serre peuvent nous aider a montrer que toute courbe

elliptique peut s’écrire sous une forme normale qu’on appelle forme de Weierstrass.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Pour lire ce mémoire, il est fort probable qu'un premier cours d’analyse complexe et
un premier cours de topologie, ou au moins une idée claire du concept d’espace topolo-
gique, soient suffisants. Ce bref chapitre fixe certaines définitions avec lesquelles nous
allons travailler tout au long ce mémoire. Il ne s’agit que d’un survol rapide d’éléments

essentiels a la compréhension.

1.1 Notations élémentaires

On utilise les symboles suivants pour dénoter divers ensembles

les nombres complexes
les nombres réels

les entiers: {...,—2,-1,0,1,2,...}

Z N A A

les entiers naturels: {0,1,2,...}

Si B est un ensemble, A C B veut dire que A est un sous-ensemble de B. Attention,
A C B n’exclut pas la possibilité que A = B. Pour dénoter I'union disjointe de deux

ensembles, on utilise le symbole L.

Si A et B sont deux sous-ensembles d’un espace topologique, on dit que A est un sous-
ensemble relativement compact de B et on écrit A @ Bsi A C B et A compact. Ici, A

est ’adhérence de A.



Un espace topologique discret est un espace topologique dont chaque point constitue un
ouvert. Un sous-ensemble discret d’un espace topologique n’a pas a étre fermé. Ainsi,
{% | n € N} C R est discret mais n’est pas fermé. Si E est un sous-ensemble d’un espace

topologique, on notera E son adhérence et intE/ son intérieur.

Pour définir certaines notations ou pour donner un nom simple a une formule peut-étre
plus compliquée, on utilise la notation «:=» empruntée a 'informatique. Ainsi, a := 2
signifie qu’on doit considérer a comme étant le nombre 2 et n’indique pas qu’il y a eu

comparaison.

Si (a;)ier est une famille d’éléments d’un groupe abélien de neutre 0 et J := {i € I |

a; # 0} est fini alors par définition Y ;c;a; = Y ;c s a;.

Si f est une fonction d’un ensemble A dans un ensemble B, on note souvent f : A — B

et I'image de cette fonction est Im(f) := {b € B | Ja € A tel que f(a) = b}.

Si ¢ : G — H est un homomorphisme de groupes ou d’espaces vectoriels, on note son

noyau ker(¢)) := {g € G | ¥(g) = 0} ou 0 est ici le neutre de H.

Si f: X — C est une fonction continue d’un espace topologique X dans C (ou de la

méme fagon dans R ou Z), on appelle le support de f I’ensemble

Supp(f) := X'\ f71(0)

ot1 pour toute fonction 1) : A — B et tout b € B on note 1~ *(b) I'ensemble {a € A |

Y(a) = b}. Dans le cas o1 9 est bijective, on notera aussi 9! Iinverse fontionnel de ).

Si f: A — B est une fonction et A’ C A, on note f| la fonction de A’ dans B qui est
A/
la restriction de f, c’est-a-dire que f| (a) = f(a) pour tout a € A’.
A/

1.2 Holomorphe et cie

Une fonction f : U — C, ou U est un ouvert de C, est holomorphe si la dérivée de f

existe en tout point de U. Donc le mot holomorphe veut simplement dire qu’on a une



fonction complexe différentiable au sens ou la limite suivante existe

i FCEHD) = ()

h—0 h

Mais on peut montrer qu’en fait les fonctions complexes sont beaucoup plus simples
que les fonctions réelles et que si on peut dériver f une fois, on peut alors la dériver
aussi souvent qu’on veut. De plus, f est analytique, c’est-a-dire qu’assez pres de tout
point a € U, on a f(z) = Z an(z — a)". Réciproquement, toute fonction analytique
est holomorphe. "

Si f(x +iy) = u(z,y) + iv(x,y) pour u,v : U — R et si les dérivées partielles de u et
v existent, alors f est holomorphe si et seulement si les équations de Cauchy-Riemann

sont satisfaites, a savoir

Oou  Ov ) ou v
— = e — = ——.
or Oy oy ox
Si on écrit % = % (% - ia%) et % = % (% + ia%), les équations de Cauchy-Riemann
prennent la forme
0
o,
0z

Une fonction f : U — C ot U est un ouvert de C, vu comme R? sans la structure
multiplicative, est dite infiniment différentiable, ou C*°, si toutes les dérivées partielles
possibles de la partie réelle et de la partie imaginaire de f existent. Si U n’est pas
ouvert, on dit que f : U — C est C* g’il existe un ouvert V tel que V O U et une

fonction g qui est C° sur V telle que g| = f.
U

Théoréme 1.2.1 (Formule intégrale de Cauchy) Pour un ouvert U de C borné

et dont la frontiére OU est lisse, si f est une fonction C* sur U, on a pour { € U

1 (2) 1 L)
Q) == dz + //U8 Cdzdz

21 Jou z — C i z—

Preuve Utiliser le théoreme de Stokes (voir page 18) sur U, :={z € U | |z — (| > €}

et faire tendre € vers 0. n



Si f est holomorphe, on a donc

10= o [ I%

21 Jou 2 — C

Dans (Lang, 1985), chapitre V, Lang utilise la formule intégrale de Cauchy pour montrer

le théoreme suivant:

Théoréme 1.2.2 Si (fn)nen est une suite de fonctions holomorphes sur un ouvert
U qui converge uniformément sur tout compact dans U alors la fonction limite f est

holomorphe.
On note O(U) I'ensemble des fonctions holomorphes U — C pour un ouvert U C C.

Définition 1.2.3 (Fonction méromorphe) Si f est holomorphe sur U\ P ou P est
un sous-ensemble discret de U et si pour tout p € P, il y a un voisinage V de p tel que
V NP ={p} et tel que pour tout point z de VN U \ {p}, on a
fz)=3 an(z=p)"
n>ky
ot ky < —1 et ay, # 0, on dit que f: U — C est méromorphe, que f(p) = oo pour tout

p € P et que le point p € P est un pole d’ordre k.
Remarquons que P doit étre fermé car si une suite (p,) dans P converge vers p € C, f
ne peut pas étre holomorphe en p donc p € P.

On note M(U) I’ensemble des fonctions méromorphes sur U. Clairement, on a O(U) C
M(U). Pour f e M(U)\ {0}, si f(z9) =0, on dit que zy est un zéro d’ordre k de f si

on peut écrire f(z) = 3,5 an(z — 20)" avec a; # 0 dans un voisinage de 2.
1.3 Surfaces de Riemann

La référence la plus jolie pour I’étude des surfaces de Riemann est (Forster, 1981). Ce

mémoire s’inspire en partie du chapitre deux de ce bouquin.



Définition 1.3.1 (Surface de Riemann) Soit X un espace topologique connexe sé-
paré. Un atlas holomorphe pour X est une famille d’homéomorphismes (¢; : U; —

Oi)icr ot

1. U; est un ouvert de X
2. O; est un ouvert de C

3. UiEIUi :X

telle que pour tous i et j dans I tels que U; NU; # @, I’lhoméomorphisme

¢jo¢;! P : 0i(Us NU;) — ¢;(U; N U )

est une fonction holomorphe.

Les éléments d’un atlas sont appellés des cartes et les domaines de ces fonctions sont
appellés des ouverts de cartes. On écrira parfois « Soit (U, ¢) une carte» pour exprimer

le fait que ¢ : U — ¢(U) est une carte.

Une surface de Riemann est un espace topologique connere séparé muni d’un atlas

holomorphe

On dira que (¢;)ier < (¥)je si tout ¢; est 'un des ;.

Pour les besoins du mémoire, on considérera toujours qu’on a un atlas maximal ce qui
nous permettra de supposer ’existence de n’importe quelle carte. En particulier, si
(U, ¢) est une carte, alors pour un ouvert V. C U, (V,¢| ) est une carte. On peut
montrer que tout atlas holomorphe est plus petit (au sens V%) qu'un atlas holomorphe

maximal.

En somme, une surface de Riemann X est un espace topologique connexe séparé loca-

lement modelé sur le plan complexe.

En particulier, un ouvert connexe d’une surface de Riemann est aussi une surface de

Riemann.



1.4 Les morphismes entre surfaces de Riemann

Définition 1.4.1 (Fonction holomorphe) Si X et Y sont deuz surfaces de Rie-
mann, on dit qu’une fonction f est holomorphe si pour toute carte (U, ¢1) de X et
toutes les cartes (Uy, ¢g) de Y telles que f(Uy) C Uy on a oo fopy? cp1(Ur) —
¢2(Usz) holomorphe. o)

Bien sur, C étant lui-méme une surface de Riemann, on sait maintenant ce qu’est une
fonction holomorphe X — C. Pour un ouvert U de X, on notera O(U) 1’ensemble des

fonctions holomorphes U — C.

Définition 1.4.2 (Poéle) Si f est une fonction holomorphe sur un ouvert U \ {p}
d’une surface de Riemann et s’il existe une carte (V,z) centrée en p (c’est-a-dire telle
que z(p) = 0) telle que f(2) = 32,5k, anz" pour un entier ky, < 0 avec ay, # 0, on dit

que p est un pole d’ordre ky, de f.

Définition 1.4.3 (Fonction méromorphe) Si f est holomorphe sur un ouvert U\ P
d’une surface de Riemann ou P est un sous-ensemble fermé et discret de U et si pour
tout p € P, p est un pdle de f, on dit alors que f : U — C est une fonction méromorphe

sur U.

On notera aussi M(U) 'ensemble des fonctions méromorphes U — C pour un ouvert

U d’une surface de Riemann.

Lorsqu’on dit qu’un sous-ensemble S C X est localement fini on entend un sous-

ensemble S tel que pour tout compact K C X, K NS est fini.

Pour toute fonction f € M(X), les zéros et les poles de f forment un sous-ensemble

discret fermé de X. L’ensemble {p | ord,f # 0} est donc localement fini pour toute
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fonction f méromorphe, ou

—k sipest un pole d’ordre k de f
ord, f = k  sipest un zéro d’ordre k de f

0 sinon

Un résultat important en analyse complexe est ce qu’on appelle le principe du maxi-
mum qui dit que toute fonction holomorphe non-constante X — C n’atteint jamais son
maximum en valeur absolue. On déduit ce résultat du fait que si f : X — Y est une
fonction holomorphe non-constante entre deux surfaces de Riemann, alors f est une

fonction ouverte, c’est-a-dire que pour tout ouvert U C X, f(U) est un ouvert de Y.

Un corollaire de ce résultat est le

Théoréme 1.4.4 Soit X et Y deux surfaces de Riemann, X compacte et f : X — Y

une fonction holomorphe non-constante. Alors f est surjective (doncY compacte).

Preuve f(X) est compact donc fermé et ouvert puisque f ouverte. ¥ étant connexe,

F(X) =Y. .

Puisque C est non-compact, nous pouvons conclure

Théoréme 1.4.5 Si X est compact, O(X) = C. .

Ceci veut dire que les seules fonctions holomorphes sur une surface de Riemann compacte

sont les fonctions constantes.

1.5 Fonctions C*® et dérivées

Pour un ouvert U de C, on note &(U) I’ensemble des fonctions C* de U dans C. Pour

un ouvert U d’une surface de Riemann X, on note aussi €(U) I’ensemble des fonctions
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f de U dans C telles que pour toute carte ¢ : U' — O C C, avec U'NU # @, la fonction

foopt est C°°. On dira alors que f est C*.
u'nu

Soit (U, ¢) une carte sur X, U C U’ et f: U’ — C une fonction C*. Pour tout p € U

on notera souvent par abus de langage g—ﬁ(p) le nombre complexe

o b1
AL 2 ) 0.

Utilisant la notion équivalente pour z, on peut dire que f est holomorphe en p si

o b1
L= o =0

Probablement qu’une notation moins confuse, du genre %, serait utile. Souvent, on
nommera une carte z pour diminuer la confusion. Ainsi, si (U, z) et (U’,2) sont deux

cartes autour de a, on a par définition que

97, . 9(Foz7h)
E(G) = T(Z(G))

Attention ici au fait que le z au numérateur est une carte tandis que le z au dénominateur
est une coordonnée dans C. Si on note c¢ la valeur de la dérivée qu’on vient d’obtenir,

on aura alors

07 (2" oz 1) _
55 (@)= (T(Z(a)) ==, (2(a)) = ——F—(x(a)) =¢
et puisque le changement de cartes 2z’ o 27! est holomorphe, on a

07 . 0(Z ozt B
55 (@) =——5—"(2(a)) =0

On utilisera le résultat de ces calculs a la section suivante.

1.6 Formes différentielles

Si a € X, on considere ’ensemble &€, des germes de fonctions diffénrentielles en a. 11

s’agit de I’ensemble

U e)
¢, =B

~
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oun €U) > f~ge&V)silexiste U CUNV tel que a € U’ et f‘ = g‘ - On
considere ’espace vectoriel m, C €, des germes dont les représentantg évalugs en a
s’annulent (ce fait ne dépend pas du représentant choisi). On considere par ailleurs le
sous-espace vectoriel m2 C m, composé des germes dont un représentant f € €(U), ot

U est un ouvert de carte, satisfait %g(a) = %g(a) = 0.
On appelle cotangent de X en a le quotient T((ll) = ma/mg Pour f € €(U), on note
)

d, f la classe d’équivalence dans Tgl du germe en a de la fonction f — f(a). Une base

de T((ll) est formée par d,z et d,Z, et on a

d.f d.f
Pour une preuve de ce résultat on consulte (Forster, 1981) ou on fait la preuve soi-
méme en considérant plutot 'ensemble {d,x,d,y} qu'on montre étre une base de T((ll)

en regardant le développement de Taylor de f en a, se rappelant que les termes d’ordre

2 et plus sont absorbés par m2.

Si (U, z) et (U',7) sont deux cartes autour de a, les calculs qu’'on a fait a la section

J— / -1 /
précédente montrent que dg2’ = €d,Z ou ¢ = %(Z(G)) = %—Zz(a) donc les espaces

vectoriels

T .=Cd,z et T%! .= Cd, z

sont indépendants du choix de la carte.

Définition 1.6.1 Soit U C X un ouvert. Une 1-forme sur U est une fonction

w:U— |_| T((ll)
acU

telle que pour tout a € U, w(a) € Tgl).

Siw(a) € TLO pour tout a, on dit que w est une 1-forme de type (1,0) et si w(a) € T

pour tout a, on dit que w est une 1-forme de type (0,1).
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Donc pour f € €(U),df :a —dof,d'f:a—d,fetd"f:a— df sont des 1-formes.
Il faut noter cependant qu’il n'y a aucune raison d’avoir une fonction f € €(U) telle

que df = w pour une 1-forme donnée w sur U.

Définition 1.6.2 Soit U C X wun ouvert. Une 1-forme w sur U est une forme

différentielle si pour toute carte (V,z) on a sur UNV
w = fdz+ gdz
avec f,g e €(UNV).
SifeOoOUnNV)etg=0, on dit que w est une 1-forme holomorphe.

On note

¢M(U)  Vensemble des 1-formes différentielles sur U
eLOU) I’ensemble des 1-formes différentielles de type (1,0) sur U
¢ONU) I’ensemble des 1-formes différentielles de type (0,1) sur U

QU)  lensemble des 1-formes holomorphes sur U

Bien sur, on doit aussi avoir une notion semblable aux fonctions méromorphes. Ici, si

on écrit w = fdz, un pdéle de la 1-forme holomorphe w est par définition un pole de f.

Définition 1.6.3 Si w est une I-forme holomorphe sur U \ P ou P est un sous-
ensemble discret et fermé de U et si chaque p € P est un pdle pour w alors w est

appelée une 1-forme méromorphe

On note M(U) ensemble des 1-formes méromorphes sur U.

1.7 Les formes de dimension supérieure et le produit extérieur

Pour définir les p-formes pour p > 1, il faut introduire la notion de produit extérieur.

Il faut se rappeller que si V' est un espace vectoriel, on note A"V l'espace vectoriel
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qui solutionne le probléme universel suivant: il existe une application multilinéaire
VP — A"V telle que

pour toute application multilinéaire alternéel : V" — W

ou W est un espace vectoriel sur le méme corps K,

il existe une unique application linéaire K ANV - W

l
telle que V" —— W commute.

|
AV
On appelle A"V le produit extérieur de V avec lui-méme n fois.

Dans le cas ot dimg V =2, 0ona A"V =0 pour n >3 et A2V = Kej A ey onl {e1,ea}

est une base de V.

Plus généralement, A" V est I’espace vectoriel des sommes finies d’éléments vy A- - - Ay,

soumises aux regles

VA AW FVIA AU, = VLA AV AU A AVEA - Ay,
VIAAQU) A Av, = A A Awy)
Vo) N+ Ny = Sgn(o)vr A=+ Ay
pour des éléments vy, ..., v, de V, pour un scalaire A et une permutation o de {1,...,n}.

On pose T((ln) =A" T((ll) et on définit

Définition 1.7.1 (n-forme) Une n-forme sur un ouvert U d’une surface de Riemann

X est une fonction

w:U— |_| T((I”)
acU

ou, pour tout a € U, w(a) € T((ln).

Bien sur, toutes les n-formes pour n > 3 sont nulles car dim T((ll) = 2.
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Définition 1.7.2 (2-forme différentielle) Une 2-forme sur un ouvert U d’une sur-
face de Riemann X est une 2-forme différentielle si pour toute carte (U',z) sur X on
peut écrire

w= fdzAdz

avec f e ¢(UNTU’).

On note Q(z)(U) lespace des 2-formes différentielles sur U.

On peut étendre d,d’,d” & des applications €M(U) — ¢@(U). Si w € ¢W(U), locale-
ment on peut écrire
w = fdz+ gdz
et on pose
dw = dfAdz+dgAndz
dw = dfardz+dgAdz

d'v = d'fAdz+d"'gAdz

Pour w € ¢10(U), on a

w e QYU) < dw = 0.

En effet, localement on écrit w = fdz donc dw = df Adz = (%édz + %gdi) Ndz =

9 dz A dz.
1.8 Intégrales

Dans cette section, nous rappelons brievement la théorie d’intégration des formes diffé-
rentielles. Pour plus de détails, on peut lire la section 10 du chapitre 1 de (Forster, 1981)

de laquelle cette section s’est inspirée ou le chapitre 4 de (Warner, 1983).

Intégration d’une 1-forme le long d’un chemin

Soit 7y : [0,1] — X est un chemin continu dans X. On peut couper ce chemin en

un nombre fini de bouts, chacun contenu dans un ouvert de carte puisque ([0, 1]) est
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compact. On a donc des temps 0 =ty < t1 < -+ < t, = 1 et des cartes (Ug, 2z =

zk +iyk), 1 <k <ntels que y([tp—1,tx]) C Ug.

Soit w € Q(l)(X ). Sur Uy, on peut écrire w = frdzk+grdyg ot fi et gx sont des éléments
de €(Uy).

On pose alors

[o=3 " (oD 4 g0 2200 g
Y k=1"tk—-1

On peut montrer que cette définition ne dépend ni de la subdivision de I'intervalle [0, 1]

choisie ni des cartes choisies.

Intégration d’une 2-forme sur une région

Tout comme dans le cas d'une 1-forme, la définition de l'intégrale d’une 2-forme est
récursive, on se ramene toujours a des cas d’intégrations plus simples. Commencons
tout d’abord par considérer une 2-forme w € ¢(2)(U ) & support compact pour un ouvert

U de C. Dans ce cas, on peut écrire
w= fdzANdzZ = -2ifdzx A dy

ou f € €U). On pose alors

[ w= ]| fa ey

Classiquement, un changement de coordonnées biholomorphes ¢ : V. — U se traite
avec l'aide du Jacobien. Si on note u et v les coordonnées naturelles dans V' (que 'on
nommerait autrement x et y) on eérit ¢(u,v) = x(u,v) + iy(u,v). Le jacobien de cette

transformation est

ol ol
Ox,y) _|ou
o(u,v) "~ % % '

u v

Ici |A] dénote le déterminant de la matrice A. La regle de calcul avec les changements

de coordonnées est
d(z,y)
d(u,v)

dx Ady = du A dv
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d’ou

//U fdxdy = //V(f o qﬁ)ggi: i;dudv.

Dans un langage plus moderne, si w est une 2-forme sur U et ¢ un biholomorphisme
V — U, on note ¢*w la forme sur V qu’on exprime localement par (f o ¢)d¢ A dé

lorsqu’on exprime localement w par fdz A dZ. Le changement de coordonnées s’écrit

1)

Pour une forme w a support compact compris dans une carte (U, ¢) d’une surface de

o= o

Pour intégrer une 2-forme C*° a support compact quelconque sur une surface de Rie-

alors
Riemann, on pose

mann X, on utilise une partition de I'unité. On sait qu’on a un nombre fini de cartes
(Uk, 1), 1 < k < n telles que Supp(w) C Uj—; Ug. Une partition de 'unité est une

famille (f : X — R)i<k<y de fonctions C* telle que

1. Supp(fi) C Uy

2. Y r_1 fr(z) = 1 pour tout = € Supp(w).

La 2-forme frw a son support compact dans U puisque Supp(frw) C Supp(w) qui est

compact et un fermé dans un compact est compact. On a alors w = > j_; frw ce qui

fles= 2 ff, e

nous permet de définir

Théoréeme de Stokes

Un théoreme utilisé fréquemment relie I'intégrale d’une 2-forme dw sur une région R a

Iintégrale de la 1-forme w sur le bord OR de la région.
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Un sous-ensemble R d’un espace topologique X est appelé un domaine régulier si tout

a € X respecte 'une des conditions suivantes

1. a est dans l'intérieur de X \ R
2. a est dans l'intérieur de R

3. a est tel qu'il existe un homéomorphisme ¢ : U — O, ot O est un ouvert de R?
et U un ouvert de X contenant a, tel que ¢(a) = (0,0), homéomorphisme pour

lequel (U N R) = $(U) N {(,) € K| y > 0}.

Les points qui satisfont a la condition 3 forment OR, ce qu’on appelle le bord de R. En
pratique, nous utiliserons seulement le théoreme de Stokes formulé pour un domaine

régulier.

Théoréme 1.8.1 (Stokes) Soit R un domaine régulier d’une surface de Riemann.

Soit w une 1-forme C*> a support compact. On a alors

Jhe= fe

Preuve On peut consulter le chapitre 4 de (Warner, 1983) pour une preuve générale.
Si on veut n’avoir qu’une idée simple ot R est une région en forme d’anneau, la section
10.19 du chapitre 1 de (Forster, 1981) est conseillée. Pour un traitement complet ot I'on

trouve quoi faire méme si R a des singularités, voir le chapitre XXIII de (Lang, 1993).m

Corollaire 1.8.2 Soit X une surface de Riemann et w € Q(l)(X) une 1-forme diffé-

rentielle a support compact. On a alors

[ aw=o.
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1.9 Analyse fonctionnelle

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet. Une norme sur un espace
de Banach E sur les complexes est une fonction |- | : E — R satisfaisant aux axiomes

suivants:

1. Siz € E alors |z] >0 et |z| =0<= z =0.
2. Sice Cetz € E, alors |cz| = |c||z].

3. Siz,y € F alors |z +y| < |z|+ |y|.

Un espace vectoriel normé est complet si toute suite de Cauchy converge et une suite
(zn)nen d’éléments d’un espace vectoriel V muni d’une norme |- | est une suite de Cauchy
si pour tout € > 0, il existe un entier naturel N suffisamment grand pour que, quelques

soient les naturels n et m supérieurs & N, on ait |z, — x| < €.

La notion de convergence est une notion topologique. La définition qu’on vient de voir
suggere donc que la topologie qu’on considere sur un espace de Banach soit induite
par la norme. Il s’agit d'une topologie bien particuliere comme le montre le théoreme

suivant:

Théoréme 1.9.1 (Fonction ouverte) Si E et F' sont deuzr espaces de Banach et
¢ : E — F est une application linéaire continue qui est surjective alors ¢ est une

fonction ouverte, c’est-a-dire que limage de tout ouvert de E par ¢ est un ouvert de F'.
Preuve (Lang, 1993), chapitre XV, §1, théoreme 1.3 page 388. "

On peut montrer qu’une application linéaire ¢ : E — F' est continue si et seulement si
il existe une constante C' > 0 telle que |¢(x)| < C|z| pour tous # € E. Un corollaire
intéressant au théoreme de la fontion ouverte nous permet d’avoir une inégalité dans

Pautre sens dans certains cas.
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Corollaire 1.9.2 Si E et F sont deuxr espaces de Banach et ¢ : E — F est une
application linéaire continue qui est surjective alors il existe une constante réelle C > 0

telle que pour tout y € F, il existe un x € E tel que
fl@y=y et |z[<Clyl

Preuve C’est la preuve de (Forster, 1981), appendice B page 240 qu’on reprend ici.
Soit U := {z € F | |x| < 1}. Par le théoreme de la fonction ouverte, f(U) est ouvert

donc il existe € > 0 tel que
fU)>Vi={yeF|ly <e}

Posons C' := 2. Siy € F on veut trouver x € E qui satisfait les conclusions du corollaire.

2
=
Dans le cas ou y = 0, il suffit de prendre x = 0. Supposons donc que y # 0 et posons
A:=|yl. On ay; := (%) y € V donc il existe z1 € U tel que f(z1) = y1. En posant

x:=ACz1,0n a f(x) =y et |x| = AC|z1| < AC = Cly| et la preuve est finie. n

1.10 Lemme de Dolbeault

Comme le lemme de Dolbeault garantissant la surjectivité de ’application 9/0%z sur
les fonctions C* est d’une importance capitale dans ce mémoire, nous consacrons un
peu plus de temps pour ce préliminaire que pour les autres. La preuve de (Beaudet)
demande peu de préliminaires. C’est de celle-ci que nous nous inspirons pour le lemme

suivant.

Lemme 1.10.1 Sig € €(C) est a support compact alors il existe f € €(C) telle que

of _
oz Y
Preuve Posons
f(z):= L// dedw
2t JJow — z

pour z € C. Montrons que f € €(C) et que g—g =g.
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Rappelons-nous que l'intégrale d’une fonction C* est elle-méme une fonction C*. Ici,
cependant, nous sommes coincés par le fait que i(—:”g n’est pas C* en z. Nous aurons
besoin d’une astuce. Soit D une boule de rayon assez grand pour que Supp(g) C D.
Soit zg € D et prenons € > 0 tel que B(zp,2¢) C D ou B(zy,r) :={z€ C||z—2| <r}.

Les ouverts Uy = B(zo, 2¢) et Us = C\ B(zo, €) recouvrent C.

Soit (1, ¢2) une partition de I'unité subordonnée a ce recouvrement, c’est-a-dire qu’on

a ¢; € €(C), Supp(¢;) C Uj et g1 + ¢ = 1.

: : dwd
£ ~ o //(cw—z v

Posons g; := ¢;g et

En faisant le changement de variable u = w — 2, on a
u+ z)
fi( / / 9101 2)
" o
et en faisant le changement u = re®, @ =  on a
— T T
dudu = ‘ T ou drdf
06 06
e—i@ 616’
= A | drd6
—ire 0 et

= 2ire?="%drdo

= 2iue"?drde

d’ou
1 21 roo . .
:—// g1(z +re?)e?drdo
mJo Jo

donc f; € ¢(C).

Pour ce qui est de fy, puisque gg‘ = 0, on a que pour tout z € B(zp,€), f2
B(zo,€)

est I'intégrale d’une fonction C* donc est elleeméme C*. On a donc que fo est une

fonction C* sur B(zp, €). En somme, sur B(z,€), f = f1 + fo est C*. Puisque 2 était

quelconque, on a f € €(C).

. o . s . ,
Montrons maintenant que 8—£ = ¢g. Nous aurons besoin de dériver sous l'intégrale.

Ceci est possible quand 'intégrale d’une fonction C*> est évaluée sur un compact. Plus
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généralement, c’est possible lorsque nous faisons I'intégrale d’une fonction C* a support

compact. (voir (Lang, 1993) chapitre XIII section 8) Si z € B(zp, €), puisque g2 est a

afz( ) = / / 0 g2(w
0z 2m 0zZw — z
= Py / Odwdw

= 0

support compact, on a

et, puisque (7,0) — g1(z + re') est & support compact, on a
0 1 21w roo a ) )
aj;l( ) = _/ 5_2 g1(z+re“9))e_wdrd9
// i dudu
= u+ z)
2m 8_91

B / / dwdw
- 2m 82 —z

B // )dmdw
T omi B(z0,2¢) w—z

La formule intégrale de Cauchy nous donne

1 g1(w) dwdw
0z = o =) (w)
71 JoB(29,2¢) W — z 2m B(20,2¢) w—z
of1
= 04+ —=— car g =0
0z ( ) ' ‘8B(zo,25)

On a donc montré que pour z € B(zo,€),

()= 20+ 220 = u(2) + 0= 01(2) 4 2(5) = 0(2)

On va maintenant se débarasser du support compact, ce qui nous permettra au cha-
pitre 2 de calculer la cohomologie a valeur dans les fonctions C*°. C’est la preuve de

(Forster, 1981) que nous reproduisons maintenant.

Lemme 1.10.2 (Dolbeault) Soit U C C un ouvert. L’application

0

5 ¢U) = U)

est surjective.
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Preuve Pour tout n > 1, soit
1
F,={zeU|lz|<n}n{zeU|inf{lz—7|7e€C\U}>-}.
n

Puisque F;, est I'intersection de deux fermés et puisque F;, est borné alors F;, est com-
pact. L’ensemble

1
{zeU\\z\<n+1}ﬂ{z€U\inf{\z—z’\\z’e(C\U}>n—+1

est ouvert, contient F), et est contenu dans Fj,;1. On a donc F),, C intF,,+1. Si on pose

U, :=intF},, on a une suite d’ouverts emboités de telle sorte que

Un = lntFn C Fn C intFn+1 = Un+1.

Par ailleurs, on a clairement U = U U,.
n>1

Soit g € €(U). Pour tout i, soit 1; une fonction C*> sur U telle que Supp(v;) C Us11

et ;| = 1. Par le lemme précédent, il existe f; € €(U) telle que
U;
ofi
oz Yig

Construisons une suite un peu modifiée, la suite (ﬁ) telle que

ofi | o 1
= et pour i =2, ||fir1 = fillu; < 55
ou la norme || - [|x évaluée sur une fonction a : X — C est ||a||x := sup,cx |a(z)].

On construit une suite (f;) par récurrence, en commengant par f; = fi. Supposons la

suite construite jusqu’a 'indice n, on a

=0
Un+1

= Ynt19
Un+1

-9
Un+1

9 _
a_z(fn—i—l — fn)

donc fr41 — fn est holomorphe. Il existe donc un polynéme P(z) tel que

Un+1

~ 1
”fn+1 - fn - P”Un—l < 2_n
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Posons alors f,,11 := fn+1 — P et on aura I'inégalité voulue sur les normes. Par ailleurs,

Ofusr)  _Ofun,  _OPG)
oz oz oz nt19

Unt1 Un+1 Unt1

=g
Un+1

Un+1
Puisque pour tout z € U, on a z € U,, pour n assez grand, on peut poser

f(2) := lim fo(2)

n—oo

et sur U, on a

F=F+Y (forr — i)

k>n

Pour k > n, on a 8/0z(fr11 — fr)| =0 donc fri1 — fi est holomorphe sur U,,.

n

La série Fy, 1= > j>, ( fk+1 — ﬁ) converge uniformément sur U, et est par conséquent
holomorphe, a plus forte raison C*°. On a donc que, pour tout n, f est la somme de
deux fonctions C* sur U,, d’ou f € €(U). Par ailleurs, pour tout n, on a

or, _

0% |y,

Un

N Of
doua—

z

g sur tout U. "

En modifiant un peu la preuve, on obtient un résultat analogue pour un domaine régulier

du plan complexe.

1.11 Préliminaires algébriques: Suites exactes

Cette section est consacrée aux préliminaires plus algébriques. On y rappelle la notion
de suite exacte ainsi qu’un théoréme important.

Définition 1.11.1 (Suite exacte) Une suite A —f> B9 de groupes (d’an-
neauz, de modules,...) et de morphismes de groupes (d’anneauz, de modules,...) est

dite exacte en B si Im(f) = ker(g).

Une suite est exacte st elle ’est en tous les objets qui la composent.



25

Lemme 1.11.2 Si la suite

0 Wi Vo 0

est une suite exacte finie d’espaces vectoriels de dimensions finies, on a

> (~=1)"dim V; =0.
i=1

Preuve On prouve cet énoncé par récurrence. Pour n = 1,2, il n’y a rien a prouver.

Pour n = 3, il faut constater que le fait que la suite

0 1% Va Vs 0
soit exacte implique
Vs =Im (Vo — V3) =2 Vy/ ker(Vo — V3) = Vo /Im(V) — Va)
or Vi — Vs est injectif d’ou dim Im(V; — Vo) = dim V; et donc dim V3 = dim Va—dim V.
Si I’énoncé est vrai pour n, montrons qu’il I’est pour n + 1. Posons
W=ker(V,_1 — V) =Im(V,—0 — V1)

On peut alors couper la suite exacte initiale en deux

0 Wi e V-2 w 0

0 w Vo1 Va 0
on vient de montrer que dimW = dimV,,_; — dim V,, d’ou

n—2
0 = Z(_l)i dim V; + (—1)"_1 dim W (par récurrence)
i=1
n—2 )
= > (-1)'dimV; + (-1)"(dim V-1 — dim V},)
i=1
= ) (-1)"dimV;

=1



CHAPITRE I1

FAISCEAUX ET COHOMOLOGIE

Présentons maintenant ce que Cartan voyait comme étant le langage naturel pour
démontrer le théoreme de Riemann-Roch. Notons en passant que le langage des fais-

ceaux permet aussi de prouver nombre d’autres théorémes intéressants.

Les preuves utilisant le langage des faisceaux et la cohomologie des faisceaux peuvent
cependant laisser un gout amer au géometre, celui de n’avoir rien vu passer, comme si

tout avait été trop facile. On a cependant un outil de calcul tres puissant.

Classiquement, on peut voir un faisceau comme les sections au-dessus d’un ouvert d’un
espace étalé au-dessus d’un espace topologique. Tout cela est un peu trop technique et
n’est plus vraiment a la mode. Plus générale, la notion de préfaisceau est suffisante pour
développer les outils cohomologiques qu’on désire utiliser, a I’exception du théoreme de

Leray.

La théorie de cohomologie présentée dans ce chapitre porte dans la littérature le nom de
cohomologie de C'ech. On peut en savoir plus en consultant (Griffiths et Harris, 1978)
ou (Warner, 1983).

Toujours dans 'idée de développer nos outils avec un minimum de conditions, nous
travaillerons avec des préfaisceaux de groupes abéliens. Tout ce qu’on fait pour les
préfaisceaux de groupes abéliens dans ce chapitre s’applique tel quel aux préfaisceaux

d’espaces vectoriels.
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2.1 Préfaisceaux

Définition 2.1.1 (Préfaisceau) Un préfaisceau de groupes abéliens § sur un espace

topologique X est la donnée

1. pour tout ouvert U de X, d’un groupe abélien F(U)

2. pour toute inclusion Uy C Uz, d’un homomorphisme de groupe pgf : §(Us) —

§(Uh)

tels que pg =idy et pour Uy C Uy C Us, pgi = pgf o pgg

Pour le lecteur habitué au langage catégorique, un préfaisceau de groupes abéliens § sur
un espace topologique X est un foncteur a valeur dans la catégorie des groupes abéliens
de la catégorie dont les objets sont les ouverts de X et dont les fleches sont les inclusions

renversées.

Exemples

Soit X une surface de Riemann. Voici quelques exemples de préfaisceaux de groupes

abéliens sur X

1. Le préfaisceau des fonctions homomorphes O. Pour U un ouvert de X,
OWU)={f:U — C| f holomorphe}

SiU; C Us, pgf (f) = f| . Lastructure de groupe abélien sur O(U) est I’addition.
Ui

2. de la méme facon, on a les préfaisceaux M, ¢, ¢ ¢L0 ¢0l O Des fonctions
méromorphes, C*, des formes C*, C* de type (1,0), C*> de type (0,1) et des

formes holomorphes.

3. Le préfaisceau des fonctions holomorphes partout non-nulles O*. Pour U un ouvert
de X,
O*(U) ={f:U — C| f holomorphe et Vx € U, f(x) # 0}
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Si Up C Us, pgf(f) = f| . La structure de groupe abélien sur O*(U) est la
Ui
multiplication.

4. Le gratte-ciel C, pour p € X. Pour U un ouvert de X,

C sipeU
(Cp(U):

0 sinon

SipelU CUs, pgf(z) = 2. Si Uy C Uy mais p & Uy, pgf(z) = 0. La structure de

groupe abélien est I’addition dans C et 0 est le groupe trivial.

5. Le préfaisceau constant G pour un groupe abélien G. Si U ouvert de X, U # @,
G(U) =G et G(@) = 0. Pour @ # Uy C Uy, pp? = idg.

Les habitués noteront que chacun des préfaisceaux donnés en exemple est aussi un

faisceau. On définira la notion de préfaisceau a la section 2.5.

2.2 Cohomologie des préfaisceaux

A chaque préfaisceau § sur X, on peut associer un complexe de cochalnes. Soit i
un recouvrement ouvert de X, c’est-a-dire une famille (U;);er d’ouverts de X tel que
Uier Ui = X. On définit pour tout ¢ > 0 le groupe des cochaines
iy = JI sU,n---nU,)
(i0,...,iq) €T

avec ’addition facteur par facteur.

On a un homomorphisme de groupe appelé opérateur de cobord

5. CIULF) CIHU, )

(in"'iq )(i01"'1iq)€]q+1 = (giO"'iq-&-l )(i01"'1iq+1)€]q+2

ou
q+1 Uy N--00; 00U,
B 1 UigN--nUs N--NUg g1
Gig-igy1 — Z(_l) pUigl"|~~~l"qul+1 (fz "'Z"'iq-‘rl)
=0

et ou l'accent circonflexe indique ’omission.
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Pour éviter de s’embourber dans ce genre de notation lourde, on empruntera la notation
utilisée dans le cas des préfaisceaux de fonctions et on remplacera au besoin p par le
symbole de restriction. Par ailleurs, on notera Uy,,...;, 'ouvert U, N---NU;,. On notera

donc
q+1

— l
Gig-igy1 = Z(_l) f’LO"'Z""Lq-&-l

=0 10 lg41

On notera par ailleurs (fj,...;,) ou tout simplement f la cochaine (fiy..i,)(io,....i)ere+1-
Parfois, pour indiquer la composante d’indices i - - -i441 d’une cochaine truc, on notera

(truc)

i-igrt

Proposition 2.2.1 Pour ¢ >0, on a 67 0 §9 = 0.

Preuve  Posons 0(fiy..i,) = (Gig-igs1) €6 0(Gig-igs1) = (Rig-iyy,). On a donc

Qi lg 42

q+2
hzo'~~zq+2 - Z( 1) g’LO""Ll""Lq+2
=0 10 ig42
q+2 q+2
= Z (Z ’Lo“"Ll""Lk ’Lq+2 ) ) )
=0 k# U Ulo---1q+2

_ I+k N DALl AP
= D DT e e + (-1 R

U:

k<l 10 lg42 k>l 10 lg42
_ l+k =N _ _ l+k ~ -
D D S S 3 O s PSP
k<l 10 lg42 <k 10 lg42
= 0
A la deuxieme ligne du calcul, le + signifie (—1)* si k <let (—=1)* 1 si k> 1. .

Une suite de groupes et de morphismes satisfaisant la proposition 2.2.1 est appellée un

compleze.

Si on note Z%(4U, §) = ker(0?) (on se souvient de Z en pensant a «zéro») et BI(, F) =
Im(67) (on se rappelle de B en pensant a «bord »), la proposition précédente nous dit
que BY(U,F) C Z9(U,T). Les éléments de Z9(4, ) sont appelés des cocyles et ceux de
B1(4, ) des cobords.
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Les suites exactes (voir définition 1.11.1 en page 24) jouent un role important en ma-

thématiques. Notre complexe
COULF) = CH (L) — CHUT) — -+

ne sera exact en C9(4, §) que si BI(U,§) = Z9(4, F). Ce qui mesure la non-exactitude
du complexe en C7(4L, F) est

HIY(Y,F) := %

qu’on appelle le g-iéme groupe de cohomologie de X a coefficient dans le préfaisceau §

relativement au recouvrement .

Il est cependant embétant de travailler avec un recouvrement particulier de notre espace

X. Pourquoi en effet favoriser un recouvrement plutot qu’un autre? On définit donc
HY(X,5§) =limH(4, §)

ou lim dénote la limite inductive des H?(4, §). On expliquera la notion de limite induc-

—

tive dans quelques lignes.

Il est & noter que si en plus d’étre un faisceau de groupes abéliens, § est aussi tel que les
F(U) sont des espaces vectoriels et les restrictions sont des applications linéaires alors
les HY(4, §) sont naturellement des espaces vectoriels et la limite inductive est aussi un
espace vectoriel. Dans ce mémoire, les faisceaux que nous utilisons ont presque toujours

une structure aussi rigide.

2.2.1 Construction de lim

Tout d’abord, qu’est-ce que la limite inductive? Nous travaillons ici avec des groupes

commutatifs. La méme construction est cependant valable pour des espaces vectoriels.

Supposons qu’on a un systeme inductif de groupes abéliens, c’est-a-dire la donnée de

deux choses:
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1. une famille (G;);er de groupes abéliens indexée par une ensemble ordonné I non-
vide tel que pour tous i,5 € I, il existe £ € I qui soit plus petit que les deux

autres, c’est-a-dire k < i et k < j;

2. un homomorphisme pg : Gj — G; a chaque fois que 7 < j. Ces homomorphismes

satisfont, quand i < k < j, pg = pf o pi et pi =id.

Une limite inductive de cette famille est la donnée d’une part d’'un groupe abélien G,
noté @Gi et d’autre part pour tout ¢ € I, d’homomorphismes p; : G; — G tels que
pj = pio pg desquels on exige qu’ils soient «les plus a gauche possible ». Par cela, on
entend que s’il existe un groupe H et des morphismes h; : G; — H satisfaisant, quels
que soient ¢ < j, h; = h; o pg alors il existe un unique morphisme h : G — H tel que,

pour tout i € I, ho p; = h;. On peut résumer ceci par le diagramme suivant

Bien sur, toutes les limites inductives d’un méme systeme inductif sont isomorphes.

Puisqu’on définit les groupes de cohomologie comme des limites inductives et qu’on va
utiliser des outils cohomologiques dans tout ce mémoire, il serait important de s’assurer

que toutes les limites pertinentes existent.
Théoréme 2.2.2 (Constrution explicite de limite inductive) Si on a un systé-
me inductif (G;)icr de groupes abéliens alors

ImG, =G

ou G est le quotient de la réunion disjointe des G; par une relation d’équivalence -,

c’est-a-dire G := @ Pour a; € G;, bj € Gj, a; «~ b; si et seulement si 3k tel que k < i
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et k < j pour lequel pt.(a;) = pi(bj). Les homomorphismes (pour une struture de groupe

a définir a linstant) p; donnés par la limite inductive sont les composés des injections

I1c:

La structure de

canoniques G; — [ G; avec la projection canonique [[G; —
groupe sur G est la swivante: st a,b € G, a = pi(a;),b = p;(b;), on sait qu’il existe

keltel quek <ietk<j. On pose alors
a+b=pg (pZ(ai) + pi(bj)).

Preuve On doit tout d’abord s’assurer que G ainsi défini est bien un groupe abélien.
Pour cela, on vérifie en premier lieu que «~ est bien une relation d’équivalence, ce qui

est le cas puisque

e  est réflexive: puisque p! = id, on a pour tout i € I et tout a; € G; que a; ~ q;
e - est symétrique: trivial

e  est transitive: Si a; € G;, bj € Gj et ¢ € Gy, sont tels que a; «~ bj et bj « ¢,
on sait qu'il existe [ et I’ tels que | <4, [ < j, I! <j, I' <k, pi(a;) = p{(bj) et
pg/(bj) = pf/(ck). On sait par ailleurs qu’il existe dans I un indice £ tel que £ <
et £ <I'. On a donc pi(a;) = pl o pi(a;) = plo pl(b;) = p)(bj) = pg o pl(bj) =

pp o pfiler) = pf(er) o ag v c.
En second lieu, on vérifie directement que G est un groupe.

e Le fait qu’il soit abélien n’a rien de surprenant puisque chaque G; est abélien.

e Choisissons un 4 au hasard dans I. L’élément neutre e de G est p;(e;) ou e; est
le neutre de GG;. Cet élément de G est bien défini car choisissant un autre indice
j7,on aun k € I plus petit que 7 et j et, les p}% étant des homomorphismes, on a
pZ(ei) = e = pi(ej) d’olt ¢; v~ e;. C’est bien 1’élément neutre de G car si a € G

est pi(a;) pour i € I et a; € G;, on a a+ e = p;(a; +¢;) = pi(a;) = a.

e Avec cette notation, on voit que —a = p;(—a;).
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e [’opération + sur GG est bien associative puisque ’addition dans chaque G; l'est

et la composition de fonctions ’est aussi.

On a donc un groupe abélien G en bonne et due forme et les p; sont bien évidemment

des homomorphismes de groupes.

On doit vérifier maintenant que le groupe G et les morphismes p; : G; — G satisfont la

définition de limite inductive.

Quand ¢ < j, on a bien p; o pg = p;. En effet, pour tout a € G}, pg(a) =plo pg(a) donc
@~ pl(a) doit p;(a) = pi(pi(0)).

Soit H un groupe abélien et h; : G; — H tels que h; = h; o pg pour ¢ < j. Pour tout
g € G,il existe i € I et a € G; tel que g = p;(a). On cherche h : G — H tel que pour

tout j € I, hop; = hj. Siun tel h existe, on doit avoir h(g) = h;(a). Donc si h existe,

il est bien unique.

Montrons donc que h est bien défini. Si p;(a) = p;j(b), on a que a « b c’est-a-dire qu’il
existe k € [ avec k < i et k < j et pi(a) = pi(b). On a donc hi(a) = hg o pi(a) =
hy o pi(b) = h;(b) donc h est bien défini. .

Supposons qu’on ait des systémes inductifs
A= ((Ai)iela (Oég)iSj) et  B= ((Bi)iela (/B'Lj)ifj)

et que pour chaque i € I, on ait des morphismes f; : A; — B; tels que pour tout couple
(i,7) € I? on i < j, on ait ﬁg of; = fio ag, c’est-a-dire que le diagramme suivant

commute.

Aj i, j
of| s
g
Si (A, (e)ier) est la limite inductive du systeme inductif A et (B, (5;)icr) est la limite

inductive du systeme inductif B, on sait par définition de limite inductive qu’il existe
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un unique morphisme f : A — B tel que pour tout i € I, foa; = (f;0 fi), c'est-a-dire

que le diagramme suivant commute.

A, I B,
N X
A f. B

On note alors f = lim f; et on dit que f est la limite inductive des morphismes (f;).
Voici un théoreme qui relie 'exactitude d’une suite de morphismes a 1’exactitude d’une
suite limite. On 'utilisera plus tard pour montrer I'exactitude d’une longue suite exacte

en cohomologie.

Théoréme 2.2.3 (Suite exacte de limites inductives) Soient ((Ai)ig, (ag)igj),
((Bi)ig,(ﬂg)igj) et ((Ci)ig, (%j)igj) trois systémes inductifs dont les limites sont
respectivement (A, (aw)icr), (B, (Bi)ier) et (C, (vi)ier). Soient (fi : Ai — By)ier et
(gi : Bi — Ci)icr des familles de morphismes telles que, pour tout couple (i,5) € I? ou

1 < j, on ait le diagramme commutatif suivant

i 9
Aj ==+ Bj — C; (Ej)

S L

4, B I ¢ (E;)

Supposons que pour tout i € I, il existe un k € I tel que k < i et Ey soit exacte en By.

f g

Alors la suite A —— B —— C, ou f =lim f; et g =limg;, est exacte en B.

Preuve

1. ker(f) € Im(g): Soit b € ker(g). Soit b; € B; tel que F;(b;) = b. On a alors
7i(gi(b;)) = g(Bi(b;)) = g(b) = 0. Donc il existe j € I tel que j <1 et yg(gz(bz)) =

0 € C; par la construction explicite de lim. On sait qu’il existe k < j tel que Ej,

est exacte en Bj. Puisque

g (B(b:)) = Y (9i(B:)) = 7 0 7 (gi(bi) = 0
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et que Ej, est exacte en By, on sait qu’il y a un ay € Ay tel que fi(ax) = BL(b;)

d’ou on obtient

Flow(ar)) = Br o fular) = Br o Bi(b;) = Bi(bi) = b
et b € Im(f).

2. ker(f) D Im(g): Soit b € Im(f). Il existe donc a € A tel que f(a) =b. Soit i € I
tel que a; € A; et a;(a;) = a. On a alors F;(fi(a;)) = f(ai(a;)) = f(a) =b. On

sait par hypothese qu’il existe k € I tel que k <1 et Fy est exacte en By. Donc
9(b) = gopiofi(a;) = goProBio fi(ai) = ykogrofio fi(ai) = ko (gro fr) oaj(ai) = 0

et b € ker(g).

2.2.2 Les morphismes ¢}, et le systéme inductif des H(i, )

Dans cette section nous décrivons le systeme inductif qui nous intéresse pour définir

HY(X,5).

Soit § un préfaisceau sur X. Soit U et U deux recouvrements de X. On dit que U est
plus fin que U et on écrit U < U si et seulement si pour tout V € U, il existe U € U
tel que V C U. Pour deux recouvrements U et U de X, on notera U < U si pour tout

V €, il existe un U € U tel que V' € U. (Pour la notation €, voir section 1.1.)

En d’autres termes, si U < U, B = (V}) ey et & = (U;)icr alors il existe une fonction
7 :J — I telle que V; C U;j. Cette fonction, qu’on pourrait appeller de raffinement,

nous permet de définir

74 C1(U, §) — CUT,T)

(fio~~~iq) = (gjO"'jq)

ou

jo~ja = frioria
o+
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Il faut noter que cette fonction n’est pas nécessairement unique.

On a le diagramme commutatif suivant:

— CHY,F) — CYD,F) — CITH(D,F) — -

74-1 ‘[ Tq‘[ 74+1 ‘[

S Cq—l(ﬂ’ 3) — CI(,F) — C‘H’l(u’ F)— -
ou les morphismes horizontaux sont les morphismes de cobords.

Puisqu’elle envoie les cobords dans les cobords (Tq (Bq(il, 3)) C B%‘U,%’)) et les co-

cyles dans les cocycles de (Tq (Zq(il, 3 )) C 790,58 )) comme le suggere le diagramme
ci-dessus, cette fonction induit une fonction H?(U, §) — HI(J, §).

Théoréme 2.2.4 Soit 7,7 : J — I deux fonctions telles que V; C Uy ﬂU;j. Ces deux

fonctions induisent la méme fonction
oy - HU(4,F) — HY(D,3)

Preuve On va définir une famille de fonctions (h?),>0, h? : C1(8h, F) — CI71(T, F)

par
qg—1

(hq(f)) = Z(_1)kf’rj0"'7jk?jk";jq—1

jode1 v,

pour f € CI(U,F) et ¢ >1et h® =0.

0 dg—1

La famille de fonctions (h?),>0 est ce qu’'on appelle une « homotopie » entre (79)4>0 et
(T9)g>0, c'est-a-dire

79— 79 = patl o 59 4 §971 o p

q+1

Eneffet, (8°f)) =Y (-1, o donc
107 g1 =0 ) Jodg+1
+1 J k
h1T 0 §4 = —1)%( 64 -
( (f))jo...jq ];)( ) ( (f))TjO"'Tjk;Tjk"'qu Vigia
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q k
. k
- Z (Z ’T']O TJ/ TJkTJk TJq Vi .
k=0 =0 70°13q
2 Z 1
+ + —~
Z:Zk TJO TIRT Ik T e Tq V]-O___]-q>
. k+¢
- Z( ) fTJO TheTIRT Je TJq Vi
<k 707
k+€+1
+ —
;ﬁ TJO TJkTJk Tje TJq V]-O___]-q
et
—1 4
(rtorn), = XEV(R0),
jorrja = Jordeda | Vi .j,
l+k
= Z(_l) * ij T iRT] F/J\?]
et 0 ETJk [ 4|V jg
- £+k 1
+Z( fTJo T TJkTJk TJq Vi
k>t 70°13q
d’ou

(ho+t 0 67(f) + 39 o h(f))

jO"'jq

Puisque les fonctions 79 et 77 sont

Z Tjo TJITJI TJq

—2.J

Fjon iy T Friowin-4,

Vio-iq

Tjo TJITJI TJq

Vio-+iq

oot ijO"'qu—l;:jq

—fTJO;:Jl;:]q e f'TjO"'Tj(Z—l;:jq - ijO"'qu

f?jom;jq - ijo~~~qu

= (7 -7h).

]O"'jq

si bien reliées, elles induisent la méme fonction

H(U,§) — HI(V,F). En effet, pour f € Z9(4, F), on a

(77 =79) (1) = (h" 0 67) (/) +

Sid = (Ui)ie[ et Y =

recouvrement 2 = (U; N'V;) ¢

(0 o) (f) = (671 o n?)(f) € BV, F).

(V;)jes sont deux recouvrements de X, on peut construire le

herx.g- Ce recouvrement est tel que W < U et W < V.
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Par ailleurs, si 20 < U < U sont trois recouvrements de X, on a bien @% o @% = <p§n.
En effet, pour réaliser @% o @%, on utilise dex fonctions de raffinement pour U < U
et 20 < Y, ce qui nous donne une fonction de raffinement pour 20 < 4. La donnée
des groupes H?(4U,§) pour tous les recouvrements ouverts 4 de X et la donnée des
morphismes @% constituent un systeme inductif. C’est de ce systeme qu’il faut faire
la limite inductive pour obtenir le g-ieme groupe de cohomologie HY(X,F) de X a

coefficients dans le préfaisceau J.

2.3 Morphismes de préfaisceaux

Evidemment, dés qu’on voudra faire quelque chose d’intéressant, on va devoir étudier

plusieurs préfaisceaux et les relations entre ceux-ci.

Définition 2.3.1 (Morphisme de préfaisceaux) Si § et G sont des préfaisceaus
de groupes abéliens, un morphisme de préfaisceaux ¢ : §F — G est la donnée pour tout
owvert U de X d’un morphisme de groupes ay : F(U) — G(U) tels que si Uy C Us, le

diagramme suivant est commutatif

Qay,

§(U2) — G(Ua)
pgil lpgi
3(U1) 04_U> Q(U1)

Pour simplifier I’écriture, il nous arrivera souvent d’écrire simplement a pour dénoter
apy pour un ouvert U de X. Si a : § — G est un morphisme de préfaisceaux, on
a un homomorphisme de groupes ay : HY(U,§) — HY(L, G) pour tout ¢ > 0 et tout
recouvrement U de X. Pour f € Z9(4, F), On pose

ay (f + BI(U,§)) = o?(f) + BI (U, G)

ott (a?(f))ig-—i, = (fiy-i,)- La cochaine a?(f) est bien un cocycle car

q+1

g+1
(ar()) =Y (Valfy .z, ) =0 (Z(—l)lfi ) = a(0) =0

201 il~~~iq+1
0tat = 1=0
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et si f € BI(4,5), c’est-a-dire si f = §971(g) pour g € CI7 (44, F), on a

al(f) =61 (a"}(g))
Donc @j( est bien défini.

Si U < U sont deux recouvrements de X, on a naturellement ayy o @ﬁ/ = @ﬁ/ oay. On

a donc un morphisme de groupes bien défini

a: HY(X,5) — HI(X,G)

@ (pu(c)) = puoay(c) siceHI(UT)

c’est-a-dire @ = lim @y comme on 1’a défini a la section 2.2.1.
—

2.4 Suites exactes... ou presque

Pour définir la notion d’exactitude d’une suite de préfaisceaux, il faudrait quelques pages
de discussion supplémentaires. Au dela de ce travail, la seule chose qui nous attend est
un beau théoréme sur les suites exactes en cohomologie. Pour alléger la discussion, nous
allons plutot éviter de définir la notion de fibre de préfaisceaux qui est essentielle pour
une définition complete de la notion de suite exacte de préfaisceaux. Pour ce faire, nous
devrons poser une condition, qui peut sembler artificielle, a I'existence d’une longue

suite exacte en cohomologie.

Pour comprendre la preuve du théoreme de Riemann-Roch, il est suffisant de connaitre
I’énoncé du théoreme principal de cette section (théoreme 2.4.1), c’est-a-dire ’existence
d’une longue suite exacte en cohomologie, sans vraiment connaitre intimement les mor-
phismes entre les groupes composant cette suite. Nous suggérons donc au lecteur de
lire I’énoncé de ce théoreme et de ne lire le reste de cette section que s’il a des doutes.
On peut donc passer directement a la section suivante en page 44 apres la lecture de

I’énoncé du théoreme qui suit.
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Théoréme 2.4.1 (Longue suite exacte en cohomologie) Soient §, G et H des
préfaisceaur sur un espace topologique X et a: §F — G, B: G — H des morphismes de
préfaisceauz. Si pour tout recouvrement 4 de X il existe un recouvrement ' < U tel

que pour toute intersection finie W d’ouverts de U, la suite

00— W) % W) Lo rwy — 0

est exacte alors la suite infinie

0 — HO(X,3) a H(X, Q) B, HO(X, H) A H!(X,5)

HO(X,§) 2 H9(X,G) r Ho(X, 1) B HOV (X,5) —

ou A est [’homomorphisme de connexion qu’on définira plus tard, est exacte.

L’homomorphisme de connexion

Bien qu’on n’ait pas besoin de connaitre A personnellement pour utiliser le théoréeme
2.4.1, nous aurons besoin de sa définition pour prouver ce méme théoreme. Définissons-

le donc ici. C’est un homomorphisme

HY(X,H) — HT (X, F)

qu’on obtient a 1’aide de la suite 0 5 a g b H 0 en utilisant le

fait qu’elle satisfait aux hypothéses du théoreme 2.4.1.

Si h € HY(X,H), supposons h = @u(ﬁ) pour h € H9(4,H). On peut trouver ' < 4l tel

que toute intersections W d’ouverts de U’ soit telle que la suite

0 — (W) 2% gy D wewy — o

soit exacte. On a donc h = gy (h) ot B = @tk (k) € HY(UW, H).
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On peut écrire ' = h + BY(W, H) pour h = (hj,..;,) € Z9(U', H). Puisque § surjectif
sur les intersections d’ouverts de &', il existe une cochaine g = (gs,...4,) € C?(V, G) telle

que £ gig-.iy) = hig-..iy- Puisque (hiy...;,) € Z9(W,H), on a
UiO“'iq+1>

en vertu de la convention d’écriture donnée a la section 2.3. Donc,

q+1 q+1
ﬁ Z( 1) giO"'ig"'iq+1 U Z( 1) ﬁ gio~~~ig~~~iq+1
G0 i1

=0
= (W), =0

0 g1

ou ici ﬂ = ﬁUio-“i(H-l

il existe fig.igy, € F(Uigigyr) tel que a(fig.iy 1) = Zgié(—l)eg =~

G0 rig g1 )

0 g+1

) =Im(ay

puisque ker(fGy, P )-

0 ig+1

Si on pose f := (fig..ig41) ON @

q+2
a((‘s(f))io...iq-m) - Oé(Z(_1)kfio'"{;“miq'*'2 Uip.i )

k=0

- Z(—l)ka(fi ...{;...qu)

k=0

= > (Vg s

0 ig g g2

Uig-igt2

U;

k<t O"'iq+2
_1)k+¢ ~ ~
+Z( 1) giO"'ie"'ik"'iq+2
k>¢ Uio---iq+2
= 0

Donc, o étant injectif, on a

fez W, F).
Posons Ag(h) = f + BT (U, ) et, comme on a fait plus tot,
A(h) = ¢ly(Ay(h)),

c’est-a-dire que A = lim Ag. On peut montrer que A est bien défini malgré les nombreux

choix qu’on a pu faire.

Montrons maintenant le théoreme qui prédit ’existence de la longue suite exacte en

cohomologie.
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Preuve (théoréme 2.4.1) Soit U un recouvrement de X pour lequel chacune des

intersections finies W d’ouverts le composant rend la suite
0—FW) —>GW) —>HW)—0
exacte. La suite associée
ol 34
0 — CY(U,F) — CIU,G) — CI(U,H) — 0
est donc exacte pour tout g. (Revoir la définition de C9(4, §) en page 28.)
Considérons la suite associée

() 2 me g) 2 me ) BY e ug) —

On va montrer, en 6 étapes, qu’elle est exacte

1. ker(Ay) C Im(By): Soit h € Z9(U, H) tel que h + BI(th, H) € ker(Ay). 11 existe
g € CI(4,G) tel que B(g) = h et f € CItI(SLF) tel que a?T(f) = §(g). Par
définition de Ag, Ay (h+ BI(4,H)) = f + BITH(U,F) donc f € BITL (L F). 11
existe donc f' € CU(U,F) tel que 5(f') = f d'ot1 6(g) = a9 (f) = a9t 0 6(f) =
§(a?(f")) ce qui nous donne g — a4(f) € Z4(8h,G). On a donc, puisque Im(a?) =
ker(/31),

By (9—a(f) + BYUT)) = BUg) - B8%(f) + BI(iL H)
— h—0+ B8, H)
= h+ BYYU,H)

c’est-d-dire h + BI(4, H) € Tm(By).

2. ker(Ag) D Im(By): Soit x € Im(By). Soit g € Z9(4,G) tel que = = B9(g) +
B4, H) € Im(By). On a donc Ag (8(g) + BI(U, H)) = 0+ BITL(U ) car
a?T(0) =0 = §(g) dott & = B(g) + BI(U, H) € ker(Ay).

3. ker(By) C Im(ay): Si g € Z9(U,G) et g + BI(U,G) € ker(By), on a B(g) €
Bi(4,'H) donc il existe b’ € CI71(U, H) tel que (k') = B39(g). Puisque B9~1 est
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surjective, il existe ¢’ € C971(4h, G) tel que B971(g') = W/. On a B9(g — §(¢")) =
B(g) — 6897 1(g") = (K — k') = 0 donc, puisque Im(a?) = ker(39), il existe
f e ClLF) tel que al(f) = g — 6(¢'). Pour voir que 6(f) = 0 (ou, de fagon
synonyme que f € Z9(4,F)), utilisons I'injectivité de a4*! en ne prouvant que
a9 o §(f) = 0. Rien de plus facile car a?"t o §(f) = §0a?(f) = 6(g) —6(g') = 0,
g étant un cocyle. Donc
ay (f+BIU,F)) = o(f)+ B 9)
= g-4(¢9") + B, G)
= g9+ B'(4,9)

c’est-a-dire g + B1(4, G) € Im(ay).

4. ker(By) D Im(ay): Si f € Z9(4U,F),

Byody(f +BULF)) = ploal(f)+ B H)
— BIL,H)
car Im(a?) = ker(39).
5. ker(aiy) C Im(Ay): Soit f € Z9 (U, F) tel que avg (f + BITL (4, F)) = 0 c'est-a-
dire a9TL(f) € BI*L(4h,G). On a donc g € CI(8k, G) tel que §(g) = a4TL(f). On

2 6(89(g)) = A7 (5(g)) = BT+ 0 AT () = 0 car ker(87) = Tm(a?*). On a
donc B(g) € Z9(4, G). Par définition de Ag, on a

Ay (FU(g) + BI(,G)) = [+ BIHH(Y,F)
c’est-a-dire f + BITL (U, F) € Im(Ay).

6. ker(ay) D Im(Ag): Soit f € Z9H (8 F) et f+BITL (8L F) € Im(Ay) Par définition
de Ay, on a h € Z9(4,H) et g € C1(U, G) tels que adt(f) = §(g) et B9(g) = h.

On a donc évidemment

au(f+ B UF) = o () + BTG
= §(g)+ B4, G)
— Rt (il, g)
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c’est-d-dire f + BITL(U, F) € ker(ay).

Puisque nos systemes inductifs ((Hq (U ))g (@%)qku) satisfont les hypotheses du théo-

reme 2.2.3, la preuve se termine ici. ]

2.5 Calcul de H(X,J)

Comme nous allons le voir dans quelques instants, dans la plupart des cas le 0-ieme
groupe de cohomologie est d’une simplicité désarmante. En effet, dans la presque totalité
des cas avec lesquels nous aurons a travailler, nos préfaisceaux sont beaucoup plus rigides
qu’un préfaisceau quelconque, la plupart sont en fait des faisceaux, ce qu’on définit &

Pinstant.

Définition 2.5.1 (Faisceau) Un préfaisceau § sur X est appellé un faisceau s’il sa-

tisfait la propriété suwante: si f; € §(U;) pour une famille d’ouverts (U;)icr de X et

qu’on a f; pour tout i,j € I, alors il existe un unique f € F(U;er Us)

= fi

U;

= Jj
UiﬂU]' UiﬂU]'
tel que pour tout 1 € I,

Si § est un préfaisceau sur X et & un recouvrement de X, pour tout (f;) € Z°(U,F), on

a f; = f; car 6(f;) = 0. On a donc, si § est en plus un faisceau, qu'il existe
UiﬂU]' UiﬂU]'

un unique @y (fi) € F(X) tel que py(fi)| = fi- @y ainsi défini est bien un morphisme

U;
Z0(4,F) — F(X). Puisque B°(U,F) = 0, on a HO(U, F) = Z°(L, ) et un morphisme
canonique g : HO(U, F) — F(X).

Si ' < 4L, on a bien évidemment que py = @y 0 pih.

On veut montrer que F(X) est la limite inductive des H° (4, §). Supposons tout d’abord
qu’on a un groupe G, et pour tout recouvrement 4 de X, un morphisme g : H° (3 —
G. Supposons par ailleurs que ces morphismes satisfont gy = gy o @ﬁ/ quand Y’ < 4.
Dans cette situation, s’il existe un ¢ : F(X) — G tel que gy = 1 o py pour tout
recouvrement i, alors on doit avoir Vi, Vf € F(X), ¥(f) = vu((f ., )ier), c'est-a-dire

7

que v doit étre unique.
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Soit 4 := (U;)ier et W := (U});crr deux recouvrements de X et soit U’ := (U/’);c;» un

recouvrement plus fin que les deux précédents, c’est-a-dire U’ < U et 4’ < . On a

ier)

Jier)
U//

i

= Py o gl ((f

= Y ((f

Yu((f U')iEI) =y o g ((f
= Yy ((f

/)iEI/)

/)ief/)

donc 1 est bien défini et F(X) est bien la limite inductive des H(L[, F). On a donc

prouvé le théoréme suivant

Théoréme 2.5.2 Si§ est un faisceau sur X, on a

HO(X,§) = §(X).

2.6 Calcul de H(X,¢), H/(X,0) et HY(X,C,)

Cette section est consacrée au calcul de certains groupes de cohomologie avec lesquels

on a a travailler dans ce mémoire.

Théoréme 2.6.1 (Cohomologie des fonctions C*°) Soit X wune surface de Rie-
mann, on a pour q > 1

HY(X, &) =0

Preuve Soit 4 = (U;);er un recouvrement de X. Il existe une partition de l'unité
subordonnée a . (voir appendice A de (Forster, 1981) ou n’importe quel livre de
géométrie différentielle comme (Warner, 1983) pour I’existence de partitions de I'unité.)
Une partition de 'unité subordonnée au recouvrement 4 est une famille de fonctions

Y+ X — R telle que
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1. VieI Supp(yy) CU;

2. Vz € X 3U ouvert de X, x € U tel que {i | U N Supp(y;) # @} est fini

3.VzeX ) i(x)=1.
el
Soit (fiy-i,) € Z9(U, €). Puisque Supp(v;,) C U;,, on peut étendre 9;, fi,...i,, qui n’est

définie autrement que sur U..;,, a tout U; en lui donnant la valeur zéro hors de

0 g1

Uiy-ig- On peut donc voir ¥;, fi;...;, comme un élément de @(Uio...iq_l). Posons

Gigig_1 ‘= Z¢kfi0"'iq—1k € Q:(Uio...iq_l)

kel
Sur Uj,...i,, on a alors
J 4 ; 4
;(_1) gio"'{;"'iq = ;(_1) ];¢kfzoz/;zqk
=0 =0 €
q
_ ¢ ~
- %"ﬂk g(_l) fio~~~ig~~~iqk
= Z¢k _1)qfio~~~iq car (fio'~~iq) € Zq(ﬂv Q:)
kel

Donc ( fig-i,) = 0((=1)%(gig--4,)) €t ainsi Z9(4U, €) = BI(4, €). Le recouvrement 4 étant

quelconque, on a HY(X, ) = 0. "

En appliquant exactement les mémes méthodes, on a

Théoréme 2.6.2 (Cohomologie des formes C*> de type (1,0) et (0,1)) Soit X

une surface de Riemann, on a pour ¢ > 1

HI(X,¢b0) = HI(X, %) = 0.

La puissance des partitions de 'unité nous a permis d’obtenir ces résultats. Quand on

regarde les choses d’un point de vue holomorphe, on ne dispose pas d’outil si puissant.
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Cependant, parce qu’on joue avec des variétés complexes de dimension 1, ce qu’on

appelle dans ce mémoire des surfaces de Riemann, on a tout de méme le résultat suivant:

Théoréme 2.6.3 (Cohomologie des fonctions holomorphes) Soit X une surfa-

ce de Riemann, on a pour q > 2
HY(X,0)=0

Preuve Pour un ouvert de carte U sur X, la suite

"

0 — OU) — ¢U) — ¢ (U)—0 (D)

est exacte. En effet, on sait que g € €(U) est en fait dans O(U) si et seulement si
0g/0z = 0, c’est-a-dire si et seulement si d”g = 0. La suite est donc exacte en €(U),
Le fait qu’elle soit exacte en O(U) n’a rien de surprenant puisque O(U) C €(U). Par le
lemme de Dolbeault, pour g € €(U), il existe f € €(U) avec d” f = %di = ¢gdz donc d”
est surjective ce qui nous permet de conclure que D est exacte pour un ouvert de carte

U.

Soit Y un recouvrement quelconque de X, on peut trouver un recouvrement ' de X
plus fin que U composé d’ouverts de cartes. On a donc U < U tel que la suite D soit
exacte pour tout U € . Les intersections d’ouverts de carte étant elles-mémes des

ouverts de cartes, le théoreme 2.4.1 nous garantit ’existence d’une longue suite exacte
0 — - — HY(X,¢) — H" }(X, ") — HY(X,0) — HI(X,E) — ---

Pour ¢ > 2, on a donc par les théoremes 2.6.1 et 2.6.2 la suite exacte

(X, ¢) — HIH(X, %) — HY(X,0) — HI(X, )

|

0 0 HY(X,0) —— 0

d’ou la conclusion. -
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Théoréme 2.6.4 (H!(X,O) pour un ouvert X de C ) Pour un ouvert X de C,
HY(X,0)=0

Preuve La longue suite exacte utilisée dans la preuve du théoréme 2.6.3 nous donne

la suite exacte
H(X,¢) — H(X, ¢") — H'(X,0) — H'(X, ¢)

or, par le théoreme 2.6.1, H! (X, &) = 0 et par le théoreme 2.5.2, HY(X,¢) = ¢(X) et
HO(X,¢01) = ¢01(X), d’olt la suite exacte

¢(X) — ¢®(X) — H(X,0) — 0

de laquelle on tire I'information

¢ X)

e(X)

12

HY(X,0)

Par le lemme de Dolbeault (lemme 1.10.2), d”¢(X) = ¢%1(X). Ceci termine la preuve. m

Théoréme 2.6.5 (Cohomologie du gratte-ciel) Soit X une surface de Riemann
etpeC, on a pourqg>1
HY(X,C,) =0

Preuve Soit 4 un recouvrement de X et Uy € U tel que p € Uy. Si U = (U)er,

posons

Vie I\{0} Ul :=U;\{p}
Ué =U)

On a que U := (U]);es est un recouvrement de X et que ' < $L
Si (fiy.ig) € Z9(U, Cp) alors puisque

C siig=---=ig=0
Cy(Uig--iy) =

0 sinon
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on a fi..;, = 0 sauf peut-étre lorsque ig = --- = iy = 0. Or, puisque (f...;,) est un

cocycle, on a dans le cas ou ¢ est impair que

fo0= fo0— foo+ -+ fo0 = (6(f))o0=0

q+2 fois

donc Z9(W,C,) = 0 d’ou la conclusion lorsque ¢ est impair.

Dans le cas ou ¢ est pair, on ne peut pas conclure que fy..9 = 0. Cependant, en

choisissant g € C9~1(W, C,) tel que

—f()...() si ’i() == ’iq_l =0
gio...iq_l =

0 sinon

on a
(6(9))o--0 = go--0 — go--0+ = go.0 = —Go--0 = fo--0
q+1 fois

et pour (ig---iq) # (0,...,0), on a (6(9))igi, € Cp(Uiy-.i,) = 0, car p € Uj,...;,, donc
onad(g)=fdouzZ9U,C,) = BIU,C,) d’ou la conclusion lorsque ¢ est pair. .

2.7 Théoreme de Leray

On a défini plus haut (définition 2.5.1) la notion de faisceau. Dans le cas des faisceaux,
on n’a pas a manipuler a chaque fois la machinerie des limites inductives quand on

choisit un bon recouvrement ouvert.

Théoréme 2.7.1 (Leray) Soit § un faisceau de groupes abéliens sur l’espace topo-
logique X et 4 = (Uj)ier un recouvrement ouvert de X tel que pour tout i € I,
HY(U;,3) =0. On a alors

H'Y(X,F) = H(Y4,3)

Preuve Nous allons montrer que pour tout U < 4, @% cHY(U,F) — HY(D,F) est
un isomorphisme. Supposons pour le moment les @% inversibles. On veut vérifier que
HY(U, T) est bien la limite inductive des H'(20,F), qui est H'(X,J) par définition. Tl

nous faut donc des morphismes gy : H(20,F) — H(4, F) pour tout recouvrement 20
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de X. Soit 90 un recouvrement de X quelconque. Il existe un recouvrement U qui soit

plus fin que U et 20. Dans ce cas, puisque @% est inversible, on peut définir pgy:

H'(20,3) —
o= (o) ol
o T oway
()
HY (D, 3)

Cette définition de gy de dépend pas du recouvrement U choisi. Si U’ est un autre
recouvrement plus fin que 4 et 20, on sait qu’il existe un recouvrement U” plus fin que
U et Y. On a alors wgﬁ o @% = @%N. Puisque deux de ces morphismes sont inversibles,
le troisieme I'est aussi, d’ott (ph) ! = (¢i) " o pmw. La méme égalité est vraie avec

0’ dans le role de . On a alors

(o8) ou® = () ouBiou¥
= (@%//)_1 o PRy
= (@%//)_1 JE
= (o8) ol

et gy est bien défini.
Si G est « & droite » des H (20, F) c’est-a-dire s'il existe des morphismes
g - HY(20,3) — G

et si ces morphismes satisfont, pour U < W, goy = gy © @% alors il existe un unique
morphisme g : H! (U, F) — G tel que pour tout U, go gy = gg3. En effet, il faut prendre,
et il suffit de prendre, g := gg. Donc HY(4, ) = limH (20, §) ol la limite est sur tous

les recouvrements 20 de X.

Injectivité de @%: Montrons a présent que les @% sont injectifs. Indépendamment
de I’hypothese d’acyclicité Hl(Ui,E{) = 0, sachant seulement que § est un faisceau, on

peut conclure que @% est injectif. En effet, supposons que U = (V}), e et qu’on a une
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fonction 7 : J — I telle que V; C U,; et considérons un cocycle f = (fi;) € Z1(4,F)
tel que 7' f € BY(U,5). (Les 79 ont été définis & la page 35.) On va montrer que
f € BY(84,F). Supposons 7' f = &(g) pour g = (g;) € C°(U,F). Soit i € I, sur
U, NV,NV,ona

(91 —a1) = frirk
UNVeNV; UinVyNV;
— firt + firk car (6(f)); 6 =0
UiNV,NV, UinVeNV;
donc (firk — gk) = (firi — 1) . Puisque § est un faisceau, on sait qu’il

U;NVNV; Unvynv;
existe h; € F(U;) tel que, pour tout k € J,

h; = (firk — k)

U;NVy, UinVy
On a alors
(hi = hj) = (firk — gr) — (firk — gx)
U;NU;NV,NV, U;NU;NVNV; U;NU;NVNV;
(firk — fjrk)
UiﬂUjﬂVkﬂW
= fij car (6(f)).. , =0
Y UsNU;NViNV itk

Comme k et [ sont quelconques et que § est un faisceau, on sait qu’il existe un unique

Fi; € 3(U; nU;j) tel que Fj; = fij Or, fij et (h; — hj) font
U;nU;NVy, U;NU;NVy, U;NU;
Paffaire alors ils sont égaux d’ou f = d§(h) si h désigne la cochaine (h;). Par conséquent,

@% est bien injectif.

Surjectivité de @%: Pour montrer que les @% sont des isomorphismes, il suffit mainte-
nant de montrer qu’ils sont surjectifs. Soit f = (fag) € Z1(T,T). La famille (U;NV;)jes
est un recouvrement ouvert de U; qu’on note U; NY. Par hypothese et parce que les

©%; sont injectifs, on a HY(U; NV, F) = 0.

Prenons quelques lignes pour le démontrer. Si (A, (a;)icr) est la limite inductive d’un

systeme inductif ((A;)qer, (ag )i<j) tel que les ag soient injectifs alors

A =0—=— tous les A; sont nuls aussi.
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En effet, si a; € A;, on sait que «a;(a;) = 0. Selon notre construction explicite de la
limite inductive (théoreme 2.2.2), cela signifie qu'il existe j € I tel que a; ~ 0 € A;.
Donc il existe k € I tel que k <1, k < j et ol (a;) = ai(()) = 0. Puisque o, est injectif,
a; = 0 d’ou Ai = 0.

Puisque HY(U; N 0,3) = 0, on a un ¢* = (g;)jgj € CO%U; NV, F) tel que 6(g%) =

(fap ), c’est-a-dire
UiﬂvaﬂVg
fa,@ = gt - gfy
UiﬂvaﬂVg VaﬂVgﬂUi VgﬂvaﬂUi
Sur U;NU; NV, N Vg, on a
(90 = 9a) = —Jap +95 — (—fas +9; )
Ui]'ﬂvag Ui]'ﬂvag VagﬂUi]' Ui]'ﬂvag VagﬂUi]'
= (95— 9%
A A Ui]'ﬂvag

donc, puisque § est un faisceau, on sait qu'il existe un unique Fj; € §(U; N Uj) tel que
pour tout o € J

Ei| =(g5—92)

UiﬂU]' NVa

Va

Si on note F' la cochaine (Fj;), on a, pour chaque « € J,

(0F)jk = (Fji — Fi + Fj)
VaNUsjk VanUsjk
= (9h 9k — (9h —9&) + 9~ 92)
U;NU;NUNV
=0

donc, toujours parce que § est un faisceau, on doit avoir (6F);jx = 0 et F € Z1 (U, F).

C’est ce cocyle qui nous permet de démontrer la surjectivité. Si on considere la cochaine

h:= (h;) € C°(T,§) ot hy == g}’

€ §(V;), on a, pour tout i,j € I,
Vj

FTiTj _fij = (g;rz_g:J)
VinV;

UTiﬂUTjﬂ‘/;ﬂ‘/}' UTiﬂUTjﬂ‘/;ﬂ‘/}'

= (hi — hy)

Viny;

d'ont 7LF = f—4(h) et ©§; est surjective puisque ¢y (F + B8, F)) = 71 F+ BY(D,F).»



CHAPITRE III

THEOREME DE RIEMANN-ROCH

Dans ce chapitre, voyons comment utiliser la cohomologie des faisceaux pour montrer

le théoreme de Riemann-Roch.

La preuve est vraiment simple, il s’agit d’utiliser une suite exacte pour faire une preuve

par récurrence. Seule I’étape initiale nous fera travailler un peu plus fort.

3.1 Diviseurs

Définition 3.1.1 Un diviseur sur une surface de Riemann X est une fonction
D:X—7

telle que D=(Z\{0}) est localement fini, c’est-a-dire telle que pour tout compact K C X,
KN D YZ\{0}) est fini.

Une autre fagon de voir les diviseurs est de les considérer comme des combinaisons
linéaires localement finies & coefficients dans Z de points de X. Sous ce point de vue, si
p € X, alors p représente aussi le diviseur qui vaut 0 partout sauf en p ou il vaut 1. Par
ailleurs, on peut se permettre d’additionner ou de soustraire, ou meme de multiplier par

une constante entiére les diviseurs.

Si f € M(X) est une fonction méromorphe non-nulle, on note D(f) le diviseur des
zéros et des poles de f, c’est-a-dire D(f)(p) = ord,f. Bien entendu, on a D(fg) =
D(f) +2(9).
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On définit sur ’ensemble des diviseurs sur X deux relations

e une relation d’ordre: D > D' <= Vz € X, D(z) > D'(z)

e une relation d’équivalence: D ~ D' <= 3f € M(X) tel que D — D" = D(f)

Siw € ./\/l(l)(X ) est une forme méromorphe, alors localement on a w = fdz autour
d'un point p. On dit alors que ord,w = ord,f et on note D(w) le diviseur des zéros
et des poles de w. Le diviseur d’une forme méromorphe non-nulle est ce qu’on appelle
un diviseur canonique sur X. Tous les diviseurs canoniques sont équivalents puisque
Sl wi,ws € ./\/l(l)(X), alors il existe f € M(X) telle que wy = fw;, d’ott D(we) =
D(wr1) +D(f)-

Pour un diviseur D sur X, on note
deg D := Z D(p)
peX
On peut montrer que si f € M(X), X compacte, alors deg(®D(f)) = 0. On peut voir
la preuve du fait que toute fonction méromorphe sur une surface de Riemann compacte

a, en comptant avec multiplicité, autant de zéros que de poles en consultant la section

10 du chapitre 1 de (Forster, 1981).

3.2 Le formulation du probléme avec des faisceaux

Définissons maintenant le préfaisceau clef du théoréeme de Riemann-Roch, le faisceau

Op pour un diviseur D sur X. Si U est un ouvert de X, on définit

Op(U) :={f e MU) | f=0o0uD(f) > -D U}

On a ici noté D| parce que D est une fonction X — 7 définie sur tout X. Si Uy C Uy,
U
on a la restriction

p(? : Op(Uz) — Op(Un)
o= f

Ui
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Ce qui nous intéresse (relire au besoin 'introduction), c’est le calcul de dimc Op(X).

Puisque Op est un faisceau, on a Op(X) = HY(X, Op). On voudra donc montrer

dimH(X, Op) — dimHY(X,0p) =1 — g + deg D

ot le genre g est par définition la dimension de 'espace vectoriel complexe H! (X, ©).

On doit prouver tout d’abord qu’on peut légalement écrire cette formule en s’assurant

que g est fini.
3.3 Le genre g = dimH'(X,0)

Dans cette section, on va montrer que dim H' (X, O) est finie. L’astuce est simple mais
tres technique. Les idées principales sont d’utiliser des recouvrements acycliques de X,
c’est-a-dire satisfaisant a I’hypothese du théoréeme 2.7.1, de définir une norme sur nos
espaces vectoriels de cochaines, d’en tirer un espace de Banach et d’utiliser la structure
vectorielle et topologique pour plusieurs recouvrements acycliques emboités de X pour

en conclure la finitude du genre.

S’il n’y avait eu un quelconque principe de conservation de la difficulté, la preuve de la
finitude du genre aurait été beaucoup plus courte en considérant un autre type d’espace
vectoriel topologique, les espaces de Fréchet. Malheureusement, cette seconde preuve
demande beaucoup plus de connaissances en analyse complexe et en analyse fonction-
nelle que la premiere, de sorte que I'espace épargné en préférant cette seconde preuve

aurait été récupéré par les préliminaires.

Faute d’originalité, nous reprenons ici ’argumentation de la section 14 du chapitre 2 de

(Forster, 1981).
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Un espace de Banach

On définit tout d’abord une norme sur O(U) ou U est un ouvert de C. Soit f € O(U),

1l = ([ o+ itz

on pose

Bien str, il arrivera que || f]| soit infinie, c’est pour cela que 1’on ne considérera que
L2

()

le sous-espace vectoriel de O(U) suivant

LA(U,0)={f € O(U) | I /] 00}

L2(U

Si on pose ||/ = sup,cp|f(u)], on a

g, = (J 10+ impPasay)’
(//Usup\f(x—i-iy)\dedy)%
i1, ([ )’

= HfHU\/aire de U

IN

Si U est choisi comme étant B := B(a, ), c’est-a-dire la boule de rayon r centrée en

a € C, on peut choisir une suite d’éléments privilégiés de O(U), les

Wl = [ 1o+ i) Pazcy

L%(B)
= / |(x + iy — a)"2dzdy
B

= // |(z + iy)"|*dady
B(0,1)
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27 pr
= / / p*pdpdd
o Jo

27 ?"2n+2
_ / do
0 2n-+2

27T?"2n+2 7T?"2n+2

m+2  n+1

el
d’ou |’¢n”L2(B = \/\/_m .

On introduit sur L?(U, O) un produit scalaire. Si f, g € L?(U, O), on pose

)i= [ sadedy.

) < IR = 21 (2)5(2)] + lg(2)[
Dot |(f, )| = | [fyy fgdady| < [, |fgldady < § (Ml |fIPdedy + [ lgldady) < co. Ce

produit scalaire induit la norme || - HL2(U) sur U.

Cette intégrale existe car on a 0 < (|f(2)| — |g(2)

Si on calcule (¢, ¥,,) pour n > m, on a

Wnrtbw) = [[ (o= 0y = adady

_ / /B 0" () dady

27
_ / / 2m n m (n m)zﬁpdpda

27 m+n+2 )
_ e(n—m)zﬁdg
0o m+n+2

= 0

Donc la famille (1),,) est orthogonale.
Si f € L?(B,0), on peut écrire I’égalité

f(Z):Zanz—a Zan¢n

n>0 n>0

de laquelle on tire

2n+2

2
. . o TTT
51, = 3 Pl Moy = S len T

n>0
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Ce «théoreme de Pythagore infini » s’appelle I'identité de Parseval et découle direc-
tement du théoreme 10.45 de (Rudin, 1974) (11.45 dans une édition ultérieure que je

n’arrive plus a trouver).

Pour le lecteur soucieux de remonter aux sources, voici un dictionnaire permettant de
comprendre le langage de Rudin: le systéeme orthonormal complet {¢,} de Rudin est

ici un systéme maximal contenant {¢n / ”¢n”L2( }; modulo une petite renumérotation

pour tenir compte des éléments rajoutés, ¢, := |a,|||¥n(z )”LQ(B l’espace X de Rudin

est notre boule B ; la mesure y est la mesure de Lebesgue de R? restreinte a B.

Avant de poursuivre, considérons le résultat suivant:

Théoréme 3.3.1 Si U C C ouwvert et U, := {z € C | B(z,r) C U} alors pour tout
feL*(U,0),

A1, = T”fH

Preuve Soita e U, et f(z) => an(z —a)" On a

L2(U)

[f(a)] = lao| <

\FerH

L2(B(a,r))

<
donc HfHU = sup,cy, | f(a)| satisfait aussi I'inégalité. n
Si (fu)ner est une suite de Cauchy dans L?(U, ©) muni de la norme || - || alors f,

L2(U)
converge uniformément sur tout compact dans U vers une fonction f(voir plus bas).

Le théoréeme 1.2.2 nous indique donc que la limite est une fonction holomorphe et on

= [ £mll

<|[fn = full nous dit que la suite

aura, puisque 'inégalité ||| f,|| 2w

gl

L2(U) L2(U)

W) )neN dans R est de Cauchy, que

171l m || fnl]

L2(U n L2(U %0
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donc L?(U,O) est un espace vectoriel normé complet, ce qu’on appelle un espace de

Banach.

Pourquoi la suite (f,,) converge-t-elle uniformément sur tout compact dans U? C’est
simple, si K est un compact de U, il existe r > 0 tel que K C U,. On a alors Ve > 0 AN

tel que

Unm = N, 2 € K |ful2) = Ful)] € W= Full, € =l = fol

puisque (f,,) est de Cauchy dans L?(U, O). Donc pour tout z € K, la suite (f,(z) est de

L2(U

Cauchy dans C et converge, disons vers f(z), puisque C est complet. Ceci nous définit

une fonction f. On a alors

Vn >N, Vz € K, |fn(2) = f(2)| = |fu(2) = lim_fr(2)| = lim |fu(2) = fm(2)] < e
On a

Lemme 3.3.2 Si U’ € U dans C, alors pour tout € > 0, il existe un sous-espace

vectoriel fermé A de L*(U,O) de codimension finie tel que

vieA, |fl < ellf]

LUy — L2(U)

Preuve Puisque U’ est compact dans U, il existe r > 0 et a1, ...,a, € U tels que

1. B(aj,r)CU

2. U C U;;l B(aj, %)

Soit n € N tel que n > log, (%) —1. On a alors 271 > % et € > k27771, Soit A l'espace

vectoriel des f € L2(U, O) telles quon écrit autour des a;

o0
f(2) =3 clz —ay)”.
v=n
Quelles libertés a-t-on dans M(’ Si f et g dans L?(U, O) ont un méme développe-

ment en série jusqu’a ’ordre n —1 aux points a;, alors f —g € A. Donc dim (#2) <

kn et A est de codimension finie.
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Si (f;)i>0 est une suite dans A qui converge dans L?(U, O) alors pour 0 < [ < n, si Jal

dénote la l-ieme dérivée de la fonction f,

(Jim 1) o= i (1) =0 (=i<H)

1— 00

donc lim f; € A et A est fermé.
1—00

Pour tout 0 < p<ret fe A ona

— 2
TN Si

donc
0 2V+2
ey = > il
1 2
On a de plus
17 oy <

car B(aj,r) C U et
k
<
”fHLQ(U/) - ]Zl ”f”LQ(B(ajag))

car U' C U§:1 B(a;,5) donc

k
<
A oy = ]Zl”f”m(B(aj,g))

k

< g -1

- ]2:1 ”f”LQ(B(aN’))
k
j=1

_ —n—1

= K277l

< €lfll

L2(U)

ce qui termine la preuve. ]
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Les cochaines L? et quelques inégalités

Si X est une surface de Riemann compacte, on peut recouvrir X par une famille finie

de cartes (Uj, 2;). Posons U := (Us)1<i<n. Pour f = (fi...i,) € C?(4, O), on pose

gy = 2 Miowill o

10+ +iq

= || figig © 255 |

ou || fin..
”sz Zq”LQ(UiO---iq) L2(2iy (Uig-iq))

On peut alors considérer C1, (U, O) = {f € CI(4,0) | ”f”L2(u
Bi1(4,0)NCT.(U,0) et Z1,(U, 0) := Z1(U, 0) N CT, (Y, O).

< oo}, B, (4,0) =

Supposons que U := (V;);es soit un recouvrement de X plus fin que U tel que V; € U;.
On rappelle qu’on note U <« 4 lorsqu’on se trouve dans une situation semblable. Dans

ce cas, on a pour chaque £ € C1(4, O) que [[{]] < oo (attention aux recouvrements

L2(%3)
considérés) oli cette derniere norme est calculée sur la cochaine (&;...4, ) (ig-wig)€Tat -

19t ig
Le lemme 3.3.2 nous permet de conclure que pour tout € > 0 et toute paire de re-
couvrements U < U formés d’ouverts de cartes, il existe un sous-espace vectoriel

A C Z],(U, O) de codimension finie tel que pour tout £ € A, Hﬁ” < €||¢]]

L2(W) — L2(4)

Lemme 3.3.3 Soit X une surface de Riemann compacte et I* := (U})1<i<n une fa-
mille finie d’ouverts de cartes recouvrant X . Si on a des recouvrements 20 := (W;)1<i<n,
T = (Vi)i<i<n, U= (Ui)1<i<n tels que W <V < U LU (avec W; € V; € U; € U7)

alors il existe une constante C' > 0 telle que
VE € Z12(V,0) IC € Z12 (4, 0) et n € CV2(W, 0) avec ¢ = &+ dn sur 2

et

max (ch clel

L2y’ ”n”m(m]) L2(v)’
Preuve Soit £ = (f;j) € Z;.(0,0). Puisque H'(X,¢) = 0, on sait qu’il existe

(9:) € C°(T, €) tel que, pour tout 1 <i,j <n, fi; = (g, — g;)| . Puisque, pour tout
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1 <i,j<n,d"f;; =0 (rappelons qu'on a défini d” 4 la page 15), ona d”g;| =d"g;

ij
o d// .
- g’Lv

i

ij
et il existe par conséquent un w € @0’1()() tel que, pour tout 1 <14,7 < n, w

¢%1 étant un faisceau.

Par le lemme de Dolbeault, il existe h; € €(U}) tel que d"h; = w =
Ui*j
). Puisque

. Puisque d"h;

U;
, on a Iy = h; — h; € O(U;) car d"F;; = 0. Posons ¢ := (Fj;
UZ-*]-

U«U* onace Z}Jg(il, 0).

d"h;

Sur V;, d"h;i| = w| = d"g; donc hj| —g; € O(V;). Puisque W; € Vi, on a n :=
(hi —gi| )€ CY%(20,0). Mais
(Fij _fij)‘ = (h; ‘ gj‘ al )
Wij Wl] Wz] Wl] Wi]-
= (hj - g])‘ - (hz - gz)
Wij Wij

Donc sur 20, { — & = dn tel que demandé.

Pour 'estimé sur les normes, on considere ’espace vectoriel

H:=Z]:(8,0) x Z[2(B,0) x C% (20, 0)

2

+ H£H

2
+ 7] ) . C’est un espace de

avec la norme H(C,f,’n)” <”CH

L2(81) L2(%0) L2(20)

Banach. Soit L C H le sous-espace

={(¢,&;m) € H | ( =&+ dn sur W}

Puisque le sous-espace L est fermé dans H, il est complet et est donc un espace de
Banach. On a vu plus haut que ’application linéaire continue
T: L —— Z1:(T,0)
(C&m—¢
est surjective. Il existe donc une constante C' > 0 tel que pour tout & € Z}lg (0,0), il
existe z = ((,&,n) € L avec H:I:HH < 0”5”1;2@) en vertu du corollaire 1.9.2 du théoréeme

de la fonction ouverte. Donc

(111 g 171 ) < 1 < CIEN g
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ce qui termine la preuve. ]

Lemme 3.3.4 Sous les mémes hypothéses qu’au lemme 3.3.8, il existe alors un sous-

espace vectoriel S C Z'(U, ©O) de dimension finie tel que
VE e ZH U, 0) Fo € S et n e CO(2W,0)

tels que 0 = £ + 0n sur W, c’est-a-dire Im (Hl (4, 0) — HY(2W, O)) a dimension finie.

Preuve Soit C la constante du lemme précédent et € := (20) On sait qu’il y a un

sous-espace de codimension finie A C Z}lg (L, O) tel que

veeA ¢l < ell¢]l

L2(B) — L2(4h)’

Soit S le complément orthogonal de A dans Z}lg (U, O), c’est-a-dire A® S = Z}Jg (L, 0).

Prenons ¢ € Z1(4, ©). Puisque U < U, ona M := |[£]|

1
L2(3) < oodonc & u € Z;,(0,0),

ol 5‘ (&j )(A Ner Par le lemme 3.3.3, il existe un (o € Z},(4,0) C Z1(U, O)
vy (B

et no € C%(2W,0) C C%2W,0) tel que (o = & + dnp sur W et ”50”1;2(11 CM et

”nO”Iﬂ(m] CM. Supposons que la décomposition de {y dans A & S soit (o = & + 09

ou & € A et op € S. On va ramener tranquillement (y, dans S par récurrence en

construisant
Xy = (s My 0, 00) € Z12(U,0) x C92(2W,0) x A x S

tel que

L G =& -1+ dn, sur W (£-1=¢)
2. =& oy
3. HCVHLQ(M) <27VCM et HnVHLQm) <27VCM

On a déja construit Xo. Montrons qu'on peut construire X, si on a construit

X,. Puisque (, = & + o0, est la décomposition orthogonale de (,, on a [|&,]| L2(3) <
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< 27YCM donc HﬁVH < €&l “VeOM < 27V"1M. Par le lemme

[ oy < 6o
précédent (lemme 3.3.3), il existe (11 € Z}4 (4, O) et &,41 € C(20, 0) tels que

CV+1 = gy + (5ny+1 sur 20
et
max (”C”H”LQ(M)’ ”nV—H”LQ(Qﬂ)> <9 vlom

On a la décomposition orthogonale

Cy—i—l — £V+1 + Op+1
pour des éléments £,41 € A et 0,41 € S. On a donc bien construit X, 4.

En déroulant I’équation (g = £ + dng par le biais des propriétés 1 et 2 des X, on a

k k
£k+zau :£+5 <Znu>
v=0 v=0

En faisant tendre k vers l'infini, on a np — 0 et { — 0 a cause des bornes sur les
normes (propriété 3) donc & — 0 a cause de la propriété 1. Les deux séries convergent,
disons 0 = Y )2g0, et n = > o2, My, toujours a cause des bornes sur les normes. Par
ailleurs, o € S puisque S, étant de dimension finie, est fermé et que chacune des sommes

partielles est dans S. Ceci termine la preuve. "

Apres tous ces lemmes techniques, nous pouvons conclure.

Théoréme 3.3.5 (Le genre est fini) Soit X une surface de Riemann compacte. On

a alors

dim HY(X, 0) < o0

Preuve Puisque X est compact, on peut trouver un nombre fini d’ouverts de cartes
W = (U)i<i<n qui recouvrent X et des sous-ouverts W; € V; € U; € U/ tels que
W = Wi)i<i<n, B := (Vi)i<i<n et U := (Ui)1<i<n recouvrent X. Par le théoreme
2.6.4, H'(0,0) = 0 pour tout ouvert o € QU T U U U U*, donc le théoreme de Leray
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(théoréme 2.7.1) stipule que
H'(X,0)=H'(U,0) = H'20,0).

Or, le lemme précédent stipule & son tour que I’lhomomorphisme H! (L, O) — H(20, 0)

a une image de dimension finie. Puisqu’il s’agit d’un isomorphisme, la preuve est finie. m

3.4 La suite exacte

Pour tout ouvert U de X, considérons la suite
ay Bu
0 —— Op(U) — Op4p(U) — G,(U) — 0 (Ev)

ou ay est l'inclusion, Sy est nul si p € U et Gy est défini par la regle suivante si p € U:
si D(p) = k, alors tout f € Op4p(U) est, par définition, tel que ord,f > —k —1. Fixons
une carte (V, z) centrée en p. Sur U NV, on peut écrire f = >, ~ 4 1 a,z". On pose

Bu(f) = a—k-1,

Bien sur, si f € Op(U), Bu(f) = 0 (cest-a-dire By o ay(f) = 0) d’ou Im(ay) C
ker(By). Par ailleurs, si fy(f) = 0, alors ord,f > —k et f € Op(U), c’est-a-dire
ker(fy) C Im(ay), d’ou I'égalité ker(fBy) = Im(agy).

Le morphisme ap est évidemment injectif. Il reste & montrer que By est surjectif afin
de prouver que la suite Fy est exacte. En fait, selon 'ouvert U choisi, 8y n’est pas
obligatoirement surjectif. Par exemple, si D +p < 0, Bx = 0 parce que les fonctions
holomorphes sur X compacte sont constantes. Mais si U est suffisamment petit, par

—k=1) = g et By surjectif.

exemple si U =V, By (az
SipgU, Op4p(U) =0Op(U) et C,(U) =0 alors Ey est exacte.

On note parfois a au lieu de ay pour alléger la notation. Nous utiliserons cette conven-

tion pour la discussion qui vient.

Soit U un recouvrement de X, prenons Uy € U tel que p € Uy et posons

W ={U\{p} | U e U} U{UpNV}.
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Ici, 'ouvert V est bien 'ouvert de carte choisi plus haut. On a que {4’ est un recouvre-

ment de X, ' < U et pour toute intersection finie W d’ouverts de /', la suite
0 — Op(W) — Opp(W) — G;(W) — 0

est exacte.

La conclusion du théoréme 2.4.1 est donc qu’il existe une longue suite exacte en coho-

mologie:

0 — H(X,0p) — H(X,0py,) — HU(X.C,) (V)

H'(X, 0p) — H'(X, Opyp) — HY(X,C)) — -+
Or, nous avons le théoreme 2.6.5 qui stipule que
HY(X,C,) =0
pour g > 1 et il ne faut pas oublier que
H(X,G) =Cy(X) =C

Nous avons donc I'ingrédient principal pour la preuve du théoreme de Riemann-Roch,

la suite exacte

0 — H°(X,0p) — H(X,0p4p) — C (%)

/

HY(X, Op) HY(X,0p4p) — 0

3.5 Le théoréme lui-méme

Dans cette section, nous énongons puis démontrons le théoreme de Riemann-Roch.

Théoréme 3.5.1 (Riemann-Roch) Si X est une surface de Riemann compacte et

D est un diviseur sur X, alors

Vq € {0,1} dimHY(X,Op) < 00

Vg > 2 dimHY(X,0p) =0
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et
dimH(X, Op) — dimHY (X, 0Op) =1 — g + deg D

ou g est le genre de X.

Preuve Une simple preuve par récurrence suffira pour confondre les sceptiques. La

récurrence se fait sur s(D) := >,y |D(p)|-
Sis(D)=0,onaD=0et Op=0. Légalité
dimH%(X,0) —dimHY(X,0)=1—g¢

est tautologique, puisque H(X, O) = O(X) = C et, par définition, g = dim H!(X, O).

Il faut revoir la section 3.3 en page 55 pour la preuve que g est un nombre fini.

Supposons que le théoréme soit vrai pour tout diviseur D tel que s(D) = s > 0, nous
allons montrer qu’il est vrai pour tout diviseur D’ tel que s(D') = s+1. Sis(D’) = s+1,

on doit avoir un point p € X et un diviseur D sur X tels que D' = D £ p ou s(D) = s.

Considérons tout d’abord le cas D’ = D + p. 1l faut tout d’abord montrer que les
dimensions des groupes de cohomologies concernés sont finies. On dit ici « groupes de

cohomologies » par réflexe. On a bien str des espaces vectoriels complexes. Posons

1% fm (H(X, Opy,) — C)
w = C/V

on peut obtenir & partir de la suite exacte & deux nouvelles suites exactes
0 — H°(X,0p) — H(X,0p4p) —= V —— 0

et
0 —— W — H'(X,0p) — HY(X,0p,) — 0

Puisque H°(X, Op) et H' (X, Op) sont de dimensions finies par hypothese de récurrence
et puisque dimV et dim W sont inférieures ou égales a 1, on a que les autres espaces

vectoriels de ces suites doivent étre de dimension finie. En effet, si on a une suite exacte

0 A B C 0




Papplication B — C' étant surjective et A — B étant injective, on a C' = Im(B — C) =
B/ker(B — C) = B/Im(A — B). Si on sait que deux des A, B ou C sont de dimension

finie, le troisieme ’est automatiquement.

Si D' = D — p, on utilise la méme suite & mais avec D’ dans le role de D. Le méme

petit jeu nous montre que les dimensions de groupes de cohomologie de Opr sont finies.

Continuons & régler le cas D' = D + p. La suite & étant exacte, la somme alternée des

dimensions des espaces vectoriels de cette suite est nulle comme on ’a montré au lemme

1.11.2. On a donc
0—dim H°(X, Op) +dim H*(X, Op4,) — 1+dim H (X, Op) —dimH (X, Opy,) +0 =0
d’ou

dimH(X, Op) —dimHY(X,0p) = dimH°(X,0p) — dimH' (X, Op) + 1

=1—g+degD+1 (par récurrence)
—1— g+ deg(D')

De retour au cas D = D' — p, on a
0—dim H°(X, Op/)+dim H*(X, Opry,,) — 1 +dim H (X, Op/) —dim H (X, Op/4,,)+0 =0
d’ou, puisque D' +p =D,

dimH(X, Op/) —dimHY(X,0p) = dimH°(X,0p) — dimH (X, 0p) — 1
=1—g+degD —1 (par récurrence)
=1- g+ deg(D’)

Jusqu’a présent, nous n’avons montré que dim H¥(X,Op) < oo pour ¢ € {0,1}. Or
I’énoncé nous dit que c’est vrai pour tout ¢ > 0. Nous allons maintenant prouver que
pour tout ¢ > 2, non seulement dim HY(X, Op) < co mais HY(X,Op) = 0. En effet, de

la suite © on extrait la suite exacte

H7™H(X,Cy) — HY(X, Op) — H(X, Opy,) — HI(X, G,)
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Or, par le lemme 2.6.5, HY(X, C,) = 0 pour ¢ > 1, donc pour g > 2, on a la suite exacte
0 — HY(X,0p) — HY(X,0pyp) — 0

c’est-a-dire HY(X, Op4,) = HY(X, Op). Par récurrence sur s(D), on a donc que pour

tout diviseur D sur X et pour tout ¢ > 2,
HY(X,Op) = HY(X,O)
or on sait par le théoréme 2.6.3 que HY(X, Q) = 0. Ceci termine la preuve. "

Si pour un faisceau § d’espaces vectoriels sur un espace topologique X on note

X(3) =D _(-1)"dimH"(X,§)

n>0
chaque fois qu’on le peut, c’est-a-dire quand les espaces vectoriels considérés sont de
dimensions finies et que la somme est finie, on peut alors reformuler le théoréeme de

Riemman-Roch ainsi:

Si X est une surface de Riemann compacte et D est un diviseur sur X, alors
x(Op) =1—g+degD

ou g est le genre de X.

On a un premier pas de fait vers des généralisations possibles.



CHAPITRE IV

FIBRES EN DROITES

La partie «fibré en droites» de 'analyse géométrique du théoreme de Riemann-Roch
va beaucoup plus loin que le contenu de ce chapitre. Nous verrons comment on peut
approcher la notion de fibrés en droites par la cohomologie des faisceaux. Ensuite, nous
verrons comment on peut associer un fibré en droites a un diviseur classique et vice-
versa et pourquoi le faisceau des sections holomorphes du fibré associé au diviseur D

est isomorphe a Op.

4.1 Fibrés en droites

Les fibrés jouent un role important en géométrie. Parmis les fibrés les plus simples, on
trouve ceux ou chaque fibre est un espace vectoriel complexe de dimension 1. On les

appelle des «fibrés en droites ».

Définition 4.1.1 (Fibré en droites) Soit X une surface de Riemann. Un fibré en

droites sur X est la donnée

e d’un espace topologique L

e d’une projection w: L — X continue

avec, si on note Ly := = Y(U) pour tout sous-ensemble U de X et L, := Ly pour

z € X, la donnée pour tout x € X d’une structure d’espace vectoriel complexe de
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dimension 1 sur L,. La donnée de l’ensemble de ces structures doit étre telle que

Vr € X, il existe un ouvert U > x et un homéomorphisme

~

UxC

Cu: Ly

qui commute avec la projection sur U (c’est-a-dire (projection sur U)o (y = m| ) et
Ly
telle que (y soit un isomorphisme d’espace vectoriel.

Ly

Chaque (y est appelé une trivialisation et le U correspondant un ouvert de trivialisation.

o

S’il existe une trivialisation globale L X x C, on dira que le fibré L est trivial.

On a promis un fibré en droites holomorphe mais on n’a, jusqu’ici, qu’'un fibré topo-
logique. Comme a I’habitude, ce sera sur les changements de cartes, c¢’est-a-dire les

changements de trivialisations, qu’il faudra imposer de nouvelles conditions.

Regardons donc ces changements de trivialisations. Si U et V sont deux ouverts de
trivialisation tels que U NV # @, alors pour z € U NV, on note gyy(x) le nombre
complexe ¢g défini par

(ot . C(%C) = (z,c0- ¢)

Puisque les trivialisations sont des isomorphismes linéaires lorsque restreintes aux fibres,

guv (z) doit étre non-nul.

Par abus de langage, on notera L 1’espace L lui-méme et toute la structure qui lui est
associée. En suivant le méme scénario que lors de la définition de surface de Riemann
(voir page 8), on pourrait définir une notion d’atlas de fibré regroupant les trivialisations

de L.

Définition 4.1.2 (Fibré en droites holomorphe) Un fibré en droite L est un fibré

en droites holomorphe st pour tout changement de trivialisations gyy, on a
guy €0 (UNYV)

ot O est le faisceau des fonctions holomorphes partout non-nulles. (voir page 27)
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Les changements de trivialisations satisfont naturellement

guv -gvu =1

et

guv - gvw - gwu = 1 surUNVNnw.

Comme le montrent ces équations, si 4 est le recouvrement de X donné par les ouverts
de trivialisations, on obtient un cocycle g = (gyv) € Z'(U, O*) en considérant les

changements de trivialisations.

Les trivialisations {7 ne sont pas canoniques, on peut en donner des différentes faisant

le méme travail. En effet, prenons fiy € O*(U) et posons
C{] : Ly

t = (xe, fu(xe)ce)

UxC

ot pour £ € Ly, on pose (7 (¢) = (x¢,¢¢). La fonction (f; est bien une trivialisation de

notre fibré en droite et les changements de trivialisations sont

fU‘
/ unv
Juv = T '

quv
‘UﬂV

Toute autre trivialisation de L peut étre obtenue en donnant de semblables fi;.

Il faut ici faire attention un petit peu. Le faisceau O* est un faisceau de groupes abéliens

si on considere la multiplication des fonctions holomorphes. Donc, si on considere la

cochaine (fy) € CO(4, O%), on a §(fy) = (hyy) ot hyy = fU‘ /fv‘ d’ou
unv unv

/
WV ¢ gy, 09).
quv

Inversement, si on considere g = (guv) € Z'(4, O%), on peut construire un fibré en

droites tel que les gy soient les changements de trivialisations. On n’a qu’a considérer

L'=JUxCx{U}
Ueld
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avec la topologie induite de X x C x U ou U est munie de la topologie discrete. On

quotiente ensuite L’ par la relation d’équivalence = ol
(.’L’,’U, U) = (vav V) = r=yetv= ng(.’L')’U)

afin d’obtenir le fibré L, := L'/ = voulu. Si U est un ouvert du recouvrement i, on a
la trivialisation Ly — U x € donnée par I'inverse de la projection U x C x {U} — L

suivie de 'identification U x C x {U} = U x C.

Soit 4 et U deux recouvrements de X et g € H'(U, O%), h € H' (U, O*). Prenons un

recouvrement ' tel que U < U et Y < . Posons

/

g =pi(g) et b :=pg(h)

On vient de voir que Ly = Ly si et seulement si g’ = h'. Puisque Ly = Ly et Ly = Ly,

on a Ly = Ly, si et seulement si ¢’ = 1.

Donc H!(X, O*) s’identifie & I’ensemble des fibrés en droites holomorphes sur X.

4.2 Les diviseurs et les fibrés en droite

Soit D un diviseur sur une surface de Riemann X et 4 un recouvrement de X tel que
pour tout U € 4, il existe une fonction fiy € M(U) telleque D(fy) = D| . SiUNV # @
U

pour U,V € i, puisque fy et fir ont les mémes zéros et les mémes poles sur U NV,

fU‘
guv i= — 2

fv‘

unv
est un élément de O*(U N V). Rappelons-nous que si UNV =@, fu =1 dans le
unv

faisceau O* car O*(@) est le groupe trivial {1}. De plus, sur UNV NW,

fw Juo fv

GwuU - guv - gyw = 5 : =
fv K fw

donc (gyy) € Z' (4, O*). Soit g 1’élement de HY(X, O*) correspondant & ce cocycle. On
pose Lp := L.
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Assurons-nous maintenant qu’il existe toujours un tel recouvrement . Soit I un en-
semble d’indices ne contenant pas 0 (nous utiliserons cet indice prévilégié dans quelques

instants) et (p;)ie; une famille de points de X telle que {p; | i € I} = X \ D~1(0).

Posons Uy := D~!(0) et prenons, pour i € I, un ouvert de carte U; centré en p;.
Choisissons nos U; de telle sorte que U; NU; = @ sii,j € I et i # j. C’est possible
puisque X \ D71(0) est fermé et discret.

Ensemble, les U; (i € I) et Uy recouvrent X. Sur Uy, on choisit la fonction constante
égale a 1, c’est-a-dire fy, = 1. Pour ¢ € I, considérons le fait que U; est un ou-
vert de carte centré en p;, on pose alors fy,(z) = 2P®)_ On a bien fu, € M(U;) et
D(fu,) = D| . Il est donc possible de trouver un recouvrement de X qui nous permet

de construire D, quel que soit le diviseur D sur X.

Si D~ D' il existe f € M(X) telle que D — D' =D (f). Soit & un recouvrement de X

pour chaque ouvert duquel il existe une fonction f{; € M(U) satisfaisant D(f{;) = D’| ,
U

U e 4. Sionpose fy := f| - fi;onaqueD(fy) =2(f )—1—’53(]‘}’]):@(]")‘ +D’
U U U U

D| . Les fonctions gyy := Jf—g définissent donc le fibré Lp tout comme les gy, := J{—[:]
1%

U
définissent le fibré Lp,. Or

:f_U:f'f(/]:&:g/
o R R

donc Lp = Lp et reciproquement Lp = Lps implique que D ~ D',

En somme, si on note Pic(X) 'ensemble des classes d’équivalence de diviseurs sur X
modulo la relation d’équivalence ~, et si on garde en téte que H! (X, 0") s’identifie a

I’ensemble des fibrés en droites holomorphes sur X, on a alors une injection

Pic(X) — HY(X, O%).

4.3 Les sections holomorphes et méromorphes

On ne saurait parler de fibrés sans parler de sections. En voici une définition:
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Définition 4.3.1 (Section) Si7: L — X est un fibré en droites et U est un ouvert
de X, une application continue s : U — L est appelée une section de L au-dessus de U

st mo s(u) =wu pour tout u € U.

Si on se donne un recouvrement 4 = (U;);er de X et des trivialisations n; : Ly, — U; xC,

on peut représenter toute section s : U — L par

ni(s(z)) = (z, si(x))

sur U; NU. La famille (s;);er est appelée une représentation de s associée aux triviali-

sations ;.

Réciproquement, lorsque sont données des fonctions s; : UNU; — C compatibles avec les
changements de trivialisations (c’est-a-dire pour x € U;NU;NU, si(x) = gu,u,()-s;(x)),

on a légitimement une section s : U — L correspondante.

Définition 4.3.2 (Section holomorphe) Si L est un fibré en droites holomorphe
sur X et s : U — L est une section de L au-dessus d’un ouvert U de X alors s est
appelée une section holomorphe de L au-dessus de U si pour une représentation associée

(si), les fonctions s; sont holomorphes.

On peut bien str additionner et soustraire des sections de L puisque chaque fibre est
un espace vectoriel. On sait aussi multiplier une section par un nombre complexe parce
qu’on sait le faire dans chaque fibre. On a donc un espace vectoriel de sections au-dessus
de chaque ouvert de X. La donnée de ces espaces vectoriels et des homomorphismes
naturels de restriction aux ouverts plus petits forme un faisceau sur X. On note ce

faisceau £ (ou Liyyc pour le fibré Liyye).

Définition 4.3.3 (Poéle d’une section) Soit L un fibré en droites holomorphe sur
une surface de Riemann X. Soit U un ouwvert de X. Pour p € U, une section holo-

morphe s : U\ {p} — Ly a un pole d’ordre k en p si sa représentation associée dans un
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ouvert de trivialisation assez petit autour de p peut s’écrire Y, ~ 1 apnz"™ 01 0 < k < 00

avec a—_j, # 0.

Définition 4.3.4 (Section méromorphe) Pour un fibré en droites holomorphe L
sur une surface de Riemann X, si s € L(U \ P) ou U est un ouvert de X et P est un
sous-ensemble discret et fermé de U et si pour tout p € P, s a un pole en p, on dit que

s est une section méromorphe de U dans L.

Sis: U — L est une section méromorphe non-triviale, ¢’est-a-dire qui n’est pas nulle par-
tout, on peut définir le diviseur des zéros et des poles de s comme on I’a fait plus tot pour
les fonctions méromorphes sur U, qui ne sont en réalité que des sections méromorphes

du fibré trivial U x C sur U. On notera donc encore ce diviseur D(s).

4.4 Vers une généralisation de Riemann-Roch

Théoréme 4.4.1 Si D = D(s) pour une section globale méromorphe non-triviale s :

X — L, on a alors un isomorphisme de préfaisceaux entre L et Op.

Preuve Soit U un ouvert de X, on pose
Yu :Op(U) — L(U)

f'—>f'8‘U

Cette fonction est bien définie car si f € Op(U) alors ©(f) > —D| . On a donc
U

D(fs| )=2(f) —l—@(s‘ ) > —D‘ —i—D‘ = 0 donc fs est holomorphe.
U U U U
Si t € L(U) est une section holomorphe de L au-dessus de U alors f := —— est bien
S
U
) > O—D‘ et on a Yy(f) = t donc Yy est
U

dans Op(U) car D(f) = D(t) — @(8‘
U

surjective.

Par ailleurs, si fs = ¥y (f) = vu(g) = gs alors on a bien f = g. Notons que si f et g

n’étaient que de simples fonctions sans aucune propriété différentielle, rien n’obligerait

f et g a étre égales aux zéros ou aux poOles de s. Mais le fait que f, g et s soient
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méromorphes et que les produits fs et gs soient holomorphes imposent des conditions

locales tres strictes qui obligent f = g. ¥y est donc injective.

Bien str, ¥y (f —g) = Yu(f) —vu(g) donc Yy est un isomorphisme de groupes. Encore
plus, si ¢ € C, Yy(cf) = cyu(f), alors 1y est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Bien évidemment, pour Uy C Uy et f € Op(Usz) on a

o)

La famille d’isomorphismes (1y7) est un morphisme de préfaisceaux, d’ou la conclusion. m

¢U2(f) = ¢U1 (f
Ui

Si D est un diviseur sur X, les fy € M(U) tels que ©(fy) = D| pour des ouverts U
U
recouvrant X définissent une section globale non-triviale du fibré Lp. Par le théoreme

qu’on vient de prouver, on obtient

Lp=0Op.

On pourrait montrer qu’en fait tout fibré en droites holomorphe admet une section
globale méromorphe non-triviale. On a donc une bijection Pic(X) — HY(X, 0*) qui
est méme un homomorphisme de groupes. Pour en savoir davantage, on peut consulter

(Forster, 1981) a la section 29.

Définition 4.4.2 (Degré d’un fibré) Soit L un fibré en droites holomorphe sur une

surface de Riemann X compacte. On définit le degré de L comme étant
deg(L) := deg(D)

ot D ="D(s) pour une section globale méromorphe non-triviale s sur X .

On va maintenant s’assurer que deg(L) est bien défini. Si s et s’ sont des sections
méromorphes de L, alors en chaque point z € X sauf aux poles, s(z) et s'(z) sont
deux vecteurs d’un espace vectoriel complexe de dimension 1. Puisque s et s’ sont

méromorphes, on a une fonction f € M(X) telle que s = fs' d’ou

D(s) =D(f) +D(s),
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c’est-a-dire D (s) ~ D(s'). Donc deg(D(s)) = deg(D(f)) + deg(D(s')) = deg(D(s')), et
deg(L) est bien défini.

On peut maintenant reformuler le théoreme de Riemann-Roch ainsi:

Si L est un fibré en droites holomorphe sur une surface de Riemann compacte X alors
X(£) =1— g+ deg(L)

ou g est le genre de X et L est le préfaisceau des sections holomorphes de L.

Cette reformulation est bien valide car si D est le diviseur d’une section globale méro-

morphe de L non triviale, on a

x(£) = x(Op) =1 — g+deg(D) =1 — g+ deg(L)

Cette reformulation laisse le champ libre aux généralisations a des espaces topologiques
localement homéomorphes a des ouverts de C" (au lieu de C dans le cas des surfaces
de Riemann) pour n quelconque, avec changements de cartes holomorphes. En effet,
la notion de fibré en droites se manipule plus facilement dans ce cas que la notion de
diviseur. Mais il reste encore a comprendre le genre en dimension supérieure et c’est le

travail d’Hirzebruch.

Le reste de I'histoire est sous la surface de ’eau, invisible & nos yeux pour l'instant. Ce
mémoire avait pour but de ne révéler que la pointe de I'iceberg et de susciter la curiosité

chez le lecteur et le rédacteur. Ca a fonctionné dans le second cas. Et dans le premier?

Au lieu de poursuivre vers 'avant, on peut aussi faire un pas de coté et explorer les
diverses applications du théoréeme de Riemann-Roch. Le but du prochain chapitre est

justement de survoler une de ces applications.



CHAPITRE V

DUALITE DE SERRE ET COURBES ELLIPTIQUES

Dans ce dernier chapitre, nous donnons un exemple d’application du théoreme de
Riemann-Roch. Pour effectuer nos calculs, nous aurons besoin du théoreme de dua-

lité de Serre. Commencons par expliciter ce dernier.

5.1 Dualité de Serre

La suite

0 — QU) — ¢O(U) 4 ¢y — 0
est exacte pour tout ouvert U C C. En effet, tout élément de ¢(2)(U ) s’écrit gdzAdz avec
g € €(U). Par le lemme de Dolbeault, on sait qu’il existe f € €(U) avec g—g = ¢ donc
d(fdz) = gdz A dz et d surjective, c’est-a-dire que la suite est exacte en €2)(U). Elle
Pest bien évidemment en (U) puisqu’on considere 'inclusion des formes holomorphes
dans les formes C* de type (1,0). On a par ailleurs déja vu que w € QU) <= dw =0

donc la suite est exacte en ¢V,

Soit X une surface de Riemann compacte. Pour tout recouvrement 4 de X, on peut

trouver U’ < U tel que chaque ouvert de U’ soit un ouvert de carte. La suite

06— w00 e
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satisfait donc 'hypothese du théoreme 2.4.1. On a par conséquent la suite exacte

A
0 — H(X,Q) — HO(X, ™) — HO(X, ¢@) = HY(X, Q) — H'(X, ¢

N

¢eLO(X) _4, ¢?(X) _A H'(X,Q) 0

Donc H' (X, Q) = Im(A) = ¢®)(X)/ ker(A) = ¢@)(X)/de1O(X). Soit h € HY(X,Q) et
w € €A (X) tel que h = w +deH0(X). On pose

Res(h / /
2m

Cette fonction est bien définie car si w’ = w + dn alors

2i // - 2m // 2i //

= / / w+0 (par le théoreme de Stokes)
2mi

Rappelant que M) est le faisceau des formes méromorphes sur X, on pose pour un

diviseur D sur X,

Qp(U) :={we MYWU)| f=00uD(w)>-D| }

U
Un couplage parfait
Soit U un ouvert de notre surface de Riemann. L’application
Q_p(U) xOp(U) — QU)
(W, f)F——— fw
induit un application linéaire
¢ H(X,Q_p) x HY(X, Op) — HY(X, Q).
En effet, soit 4 = (U;);er un recouvrement de X. On a
Yy HO (U, Q_p) x HY (8, Op) H (4, Q)
(w, (fz]) + B! (ﬂ, OD)) — <fijw + Bl(ﬂ, Q)
ij
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Cette application est bien définie. Si f := (fi;) jyer2 € Bl (U,0p) il existe g := (g;) €
CO(4, Op) tel que f = 6(g). On a alors

(5((9iw‘ )))ij = gjw

U;

Ui]'
= fiyw

ij

d'ott (fijw| )ajer € Bt(44, Q) donc 1y est bien défini.

ij
Par ailleurs, si U < 4 sont deux recouvrements de X, on a bien @% o Yy(w, ) =

Yy (w, +) o @% donc les ¥y induisent ’application ¢ qu’on voulait plus haut.
Puisqu’on a Res : HY(X,Q) — C, on a
() :HY(X,Q_p) x H(X,0p) — C
définie par Res o v. Pour un espace vectoriel complexe V', si on note V* son dual,

I’espace vectoriel complexe des applications C-linéaires de V' dans C, on a le théoreme

suivant

Théoréme 5.1.1 (Dualité de Serre) Soit X un surface de Riemann compacte et D

un diviseur sur X. Alors Uapplication
H(X,Q_p) — H'(X, Op)*
W ( — (w, >)

est un isomorphisme.

Preuve Voir section 17 chapitre 2 de (Forster, 1981). "

5.2 L’apparition du diviseur canonique

On dit d’un diviseur K qu’il est un diviseur canonique s’il est le diviseur d’une 1-
forme méromorphe non-nulle. Soit w € M®(X) non-nulle et K := D(w) un diviseur

canonique.
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On a un isomorphisme de faisceaux

mU : OK_D(U) = Q_D(U)

fl—»fw‘U

U

La fonction m, - est bien définie car D( fw‘ ) = @(w)‘
U

+9(f) = K‘U+’D(f) >

U U U U

K‘ — (K — D)‘ =—(=D| ). Si fw‘ = gw| alors f = g donc m. est injective. Par

U

ailleurs, si w; € Q_p(U) il existe alors f; € M(U) tel que flw‘ =wy doncD(f1)+K =
U

D) + D) = D(fiw] ) = Dlea) = - <‘D\U> doi D(f) 2 ~(K = D)| et

U U

f1 € Ox_p et mU est surjective. Il est par ailleurs évident que mU commute avec les

restrictions de Og_p et Q_p donc la famille (mU) définit bien un isomorphisme de

faisceaux.

Comme la dimension de lespace H' (X, Op) est finie par le théoréeme de Riemann-Roch,
cet espace est isomorphe a son dual. Considérant cela et le théoreme de dualité de
Serre, on a HY(X, Op) =2 H*(X,Q_p) 2 H°(X, Ox_p). Ce qui nous permet de réécrire

le théoréme de Riemann-Roch & la mode de 1866
dimLp =dimLxg_p+1—g+degD

ott Lp := Op(X) = H(X,Op). Ceci explique, comme promis dans I'introduction,

l'apparition d’un diviseur canonique dans les travaux de Roch.

Corollaire 5.2.1 Soit K un diviseur canonique sur une surface de Riemann compacte.
On a alors

deg K = 2g — 2.

Preuve En posant D = 0, on a dimLg = dimLg + 1 — g+ deg0. Or dim Ly =

dim O(X) =1 ce qui implique dim Lg = g.

Enposant D=K,onag=dimLg =dimLg x+1—g+degK=14+1—-g+degK

d’ou la conclusion. -
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5.3 Courbes elliptiques et forme de Weierstrass

Qui n’a pas entendu parler de la preuve d’Andrew Wiles du «dernier théoreme » de
Fermat? Le grand public eut méme droit a une introduction aux mathématiques mo-
dernes par un vidéo intitulé The Proof créé pour la chaine de télévision NOVA. La pierre
angulaire des travaux de Wiles repose sur une conjecture due a Shimura et Taniyama
qui lie les courbes elliptiques et les formes modulaires. Mais qu’est-ce qu'une courbe

elliptique?

Définition 5.3.1 Une courbe elliptique est un couple (X, E) ou X est une surface de

Riemann compacte de genre 1 et E € X.

Notons ici la subtilité du langage: on dit « surface » en pensant a un espace de dimension
2 et «courbe » en pensant a un espace de dimension 1. Nos surfaces de Riemann sont a
la fois des espaces de dimension 2 réelle et des espaces de dimension 1 complexe, ce qui

fait qu’on peut utiliser ces deux désignations pour le méme objet.

Le point distingué sur notre surface de Riemann est I’élément neutre d’une opération

de groupe abélien sur X qu’on représente souvent de la facon suivante:

P+Q

Figure 5.1 Exemple d’addition sur une courbe elliptique

la droite joignant P au point () coupe X en un troisiéme point R et la droite joignant
le point F au point R coupe X en un troisieme point qui sera P + Q. Ici, on place le

point E a linfini.
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Pourquoi un tel dessin est-il valide? Il se trouve qu’on peut écrire chaque courbe ellip-

tique sous une forme normale
C={[x:y:2] € CP? | 2y® = 2° + awyz + ba’z + cxz® + dyz* + ez}
ou E=1[0:1:0]. On appelle cette forme la forme normale de Weierstrass.

Rappelons brievement que
3
(CP2 — (C \{(07 07 0)}

~

ou la relation d’équivalence ~ est définie par
(z,y,2) = (21,41, 21) <= I\ € C tel que (z,y,2) = (Ax1, Ay1, Az1)

On note alors [z : y : 2] la classe de (z,y,2) modulo ~. On peut associer C*> & un
sous-ensemble de CP?, c’est-a-dire {[z : y : 1] € CP? | z,y € C}. Le point [0: 1: 0] est

dans ce cas la considéré comme & 'infini.

Pour réaliser le dessin précédent, il suffit de regarder seulement ce qui se passe dans

R2 C C2.

Théoréme 5.3.2 (Forme normale de Weierstrass) Soit (X, E) une courbe ellip-
tique. Il existe alors a,b,c,d,e € C tels qu’il existe un biholomorphisme ¢ : X — C
ot

C:={[x:y:z2] € cp? | y2,z =23+ aryz + b’z + cxz?® + dy22 + ezg}.

On a par ailleurs ¢(E) =10:1:0].

Preuve Afin de ne pas alourdir la présentation avec de nombreux préalables, nous
n’allons que définir ¢. C’est la partie de la preuve qui demande 1'utilisation du théoreme
de Riemann-Roch. Pour une preuve qu’il s’agit un isomorphisme de courbes elliptiques,
on peut consulter la section 3 du chapitre 3 de (Silverman, 1986) ou tout est expliqué

dans un contexte de géométrie algébrique.

Notons D le diviseur sur X qui vaut 1 en E et 0 ailleurs. Pour n > 0, degnD = n

Soit K un diviseur canonique sur X. Notons que la dimension de HY(X, O,,p) est finie
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par le théoreme de Riemann-Roch. Par le théoreme de dualité de Serre, on a alors
dim HY (X, 0,,p) = dimH%(X,Q_,,p). Rappelons-nous qu’on a montré & la section 5.2

que Q_,p(X) = Org_pp(X) d'ou
dimH (X, O,p) = dimH°(X,Q_,p) = dim Q_,p(X) = dim Ox_,p(X);

mais si f € Og_n,p(X) et f # 0, on a deg(D(f)) > deg(—K + nD) = —deg(K) +
deg(nD) = n > 0, puisque deg K = 0 en vertu du corollaire 5.2.1. Or f est une fonction
méromorphe sur une surface de Riemann compacte, on a donc une contradiction car

deg(D(f)) = 0. Ceci implique que dim H}(X, O,,p) = 0.
Pour n > 0, le théoréeme de Riemann-Roch nous dit alors

dim O, p(X) = dimH(X,O,p) - dimH (X, O,p)
= 1—g+deg(nD)
= 1-14n
= n

Notons qu’'on a Op(X) C O2p(X) C O3p(X) C ---. L'espace Op(X) contient bien str
toutes les fonctions constantes. Par égalité des dimensions, on a alors Op(X) = C et
la fonction constante 1 est une base de Op(X). Si {1, f} est une base de Oap(X), f
doit avoir un pdle d’ordre 2 en E sinon on aurait f € Op(X) et par conséquent, f ne
pourrait pas étre linéairement indépendant avec 1. Si {1, f, g} est une base de O3p(X),
g doit forcément avoir un pole d’ordre 3 en E sinon g € O3p(X) et g ne peut engendrer
la partie manquante de O3p(X). En E, la fonction méromorphe f2 sur X a un pole
d’ordre 4 donc f2 € O4p(X)\ O3p(X) et {1, f, g, *} est une base de O4p(X) puisque
dim O4p(X) = 4. De la méme facon, on a ordgfg = —5 et {1, f, g, f?, fg} est une base
de O5p(X).

On arrive maintenant au point critique de la discussion. Puisque ordgf? = —6, on a
bien siir que f2 € Ogp(X)\ Osp(X) donc {1, £, g, f2 fg, f3} est une base de Ogp(X).

Or, on a aussi g2 € Ogp(X). Il existe donc des nombres complexes Ay, ..., Ag tels que

G =A1fP 4+ Asfg+ Asf? + Aaf + Asg + As.
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Par ailleurs, puisque g2 € Ogp(X) \ Os5p(X), on doit absolument avoir A; # 0. Rem-

placons f par A;f et g par A2g. On a alors
Alg? = A5 + Ao A} fg + As AR 2 + Ay Auf + AsAg + A

d’ou
A5 - As

A A A
2 3 2 3 r2 4
g =1 +A1fg+A%f +A§f—i_A%g—i_A‘ll

ou
= +afg+bfP+cf+dg+e
pour des constantes a, b, c,d, e € C.

La fonction

6: X CP?

pr—[f(p):g(p):1]

envoie X dans la courbe C définie dans 1’énoncé du théoreme.

Par ailleurs, ¢(F) = [0: 1 : 0] comme prédit. En effet, lorsque p tend vers F, g(p) —0
et é(p) — 0 d’ou

Ceci termine la discussion. n



CONCLUSION

Toute aventure doit se terminer un jour. Celle de I'introduction au fameux théoréeme
de Riemann-Roch se termine ici. Rappelons ici les faits saillants qui ont marqué notre

voyage en ces terres mathématiques nouvelles.

Avant de partir, nous nous préparions a ’aventure avec un entrainement intensif. Nous
avons pu remettre a jour nos connaissances concernant l’analyse complexe, les surfaces
de Riemann, les formes différentielles, I'intégration, ’analyse fonctionnelle et les suites
exactes. Nous avons méme di, au besoin, consulter les grands maitres du savoir cachés

dans la bibliotheque.

Tout commenca par un séjour initiatique dans la catégorie des faisceaux et 'appren-
tissage de la cohomologie de Cech. Les principaux personnages rencontrés furent le
théoreme d’existence d’une longue suite exacte en cohomologie, allié précieux lorsque
viendra le moment d’affronter la cohomologie du faisceau Op, et le fidele théoreme de
Leray qui nous aidera a montrer que le genre des surfaces de Riemann compactes est

fini.

Puis, vint le moment ot nous dimes affronter la terrible épreuve de Roch: reprendre
I'inégalité de Riemann et en faire une égalité. Nous étions cependant bien équipés
avec nos techniques faisceautiques du vingtieme siecle si bien qu’aidés par le puissant
théoreme d’existence d’une longue suite exacte, la preuve se réduisit a une simple preuve
par récurrence. L’étape initiale de notre récurrence fut de montrer que le genre d’une

surface de Riemann compacte est fini, ce qui ne fut pas de tout repos.

Apres avoir réussi ’épreuve de Roch, nous etimes acces a un état second ot nous pames
voir les choses sous un autre angle. La notion classique de diviseur apparaissait main-

tenant, merci a la sagesse de Weil, dans un contexte de fibrés en droites. Apres avoir
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constaté I’isomorphisme entre le faisceau Lp des sections du fibré L et le faisceau Op
qui nous intéressait tant un peu plus tot, nous fimes en mesure de comprendre com-
ment le théoreme de Riemann-Roch pouvait étre généralisé aux variétés complexes de

dimension supérieure.

Avant de regagner le confort du monde non-mathématique, nous avons pris soin de jeter
un coup d’oeil sur le magnifique paysage de la vallée des applications. Aidé par un nou-
veau compagnon de route, le mystérieux théoreme de dualité de Serre, nous apergtimes

la forme de Weierstrass qui permet d’exprimer aisément les courbes elliptiques.

Mais aussitot revenu, le lecteur a des questions...Qui était ce théoreme de dualité de
Serre? Un mystificateur ou un puissant sorcier? Peut-on lui faire confiance? Et ces
sections méromorphes qui jaillissent, semble-t-il, naturellement vers les fibrés en droite holo-
morphes, existent-elles? Dans quelle mesure peut-on généraliser le théoréme de Riemann-Roch? Et
quel est donc ce genre de Todd qui intéressa le légendaire Hirzebruch? Et cette théorie de cohomologie, comment

est-elle liée aux théories que je connais déja?

Le rédacteur s’est lui-méme posé une question: «Et les trous? » Habitué au fait que le
genre d’une surface soit le nombre de trous, il prépara un plan pour une autre aventure
a vivre un de ces jours ou les tracas du monde non-mathématique 1’obligeront a se
laisser a nouveau glisser dans la rigueur du monde mathématique. Il vous le laisse en

appendice.



APPENDICE A

DISCUSSION SUR LE GENRE ET LE NOMBRE DE TROUS

Les topologues amateurs ou professionnels sont habitués a voir le genre comme étant le
nombre de trous. Nous allons ici dessiner le chemin qui mene & prouver que ce qu’on a

appelé le genre dans ce mémoire est bien le nombre de trous.

Tout au long de cet appendice, X désigne une surface de Riemann compacte et

g = dim¢ H' (X, 0).

Classification des surfaces

Une surface de Riemann est en particulier une variété topologique de dimension 2
connexe, ce qu’on appelle une surface. Nos surfaces de Riemann sont sans bord: tout
point a un voisinage homéomorphe & un ouvert de R% On dit qu'un point est dans le
bord de X s’il existe un voisinage de ce point homéomorphe a un ouvert du demi-plan
supérieur H := {(x,y) € R?| y > 0} tel que ’homéomorphisme envoie notre point sur

la bordure de H. Ce n’est évidemment pas le cas ici.

Les mathématiciens ont montré qu’on peut classifier les surfaces connexes compactes
et sans bord. Dans le cas ou notre surface est orientable, c’est le seul cas qui nous
intéresse, la classification consiste a compter le nombre de trous, c’est-a-dire que X
est homéomorphe a la surface d’un beigne avec un certain nombre de trous et c’est ce

nombre qui nous permet de classifier la surface. Le premier chapitre de (Massey, 1967)
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est consacré a I’étude de cette classification. Considérant cela, posons
g := nombre de trous de X.

Cette donnée détermine topologiquement X .

Groupe fondamental des surfaces orientables

Le groupe fondamental d’un espace topologique E est le groupe des lacets considérés
a homotopie pres avec la concaténation comme opération de groupe. C’est le premier
groupe d’homotopie d’un espace et il s’agit d’un invariant topologique. On note 71(E, p)
ce groupe d’homotopie relativement au point de base p pour les lacets. Comme notre
surface de Riemann X est connexe, peut importe le point de base choisi, les groupes

obtenus sont isomorphes. Abstraitement, on peut donc parler de m(X).

On peut montrer, voir chapitre 4 section 5 de (Massey, 1967), que

9
WI(X) = <~’E17y17 .. .,.Qf?]\,y’!; ‘ H[xzvyz]>

i=1
ol [a, b] est le commutateur aba 1o~ et ou la notation < R|R > signifie qu’on considere
le groupe engendré par les générateurs G soumis aux relations R = e, c’est-a-dire
le quotient du groupe libre engendré par les générateurs par le sous-groupe normal

engendré par les relations.

Homologie singuliere et groupe fondamental

Lorsqu’on étudie la topologie algébrique, on considere un autre invariant topologique qui
est, contrairement au groupe fondamental, toujours commutatif. Il s’agit des groupes
d’homologie singuliere Hy(X). Pour une définition de cette théorie d’homologie, on peut

consulter (Bredon, 1993) chapitre IV section 1.

Un théoreme di & Hurewicz stipule que H;(X) est I’abélianisé de 71(X). En d’autres

termes, si [m(X), m1(X)] est le sous-groupe de X engendré par les commutateurs de
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m1(X), on a
m1(X)

0= ) m @)

Pour une preuve du théoreme d’Hurewicz, on peut consulter la section 3 du chapitre IV

de (Bredon, 1993).

Considérant la description du m(X) qu’on a donnée plus haut, H!(X) est un groupe

abélien libre sur 2g générateurs.

Théoréeme des coefficients universels

Le complexe considéré dans la fabrication de ’homologie singuliere est une suite de
Z-modules. On s’intéresse cependant au cas ou ’anneau de coefficients n’est pas né-
cessairement Z. Pour ce faire, utilisons ce qu’on appelle le théoreme des coefficients

universels qui dit que la suite
0 — Ext(H,—1(X),C) — H"(X,C) — Hom(H,(X),C) — 0

est exacte (voir (Bredon, 1993) chapitre V section 7). Ici, H" (X, C) représente le n-ieme
groupe de cohomologie singuliere a coefficient dans C (voir (Bredon, 1993) chapitre V
section 5). On peut voir ce groupe dans le cadre de ce mémoire en considérant C comme

étant le faisceau constant C sur X.

Rappelons que X représente toujours notre surface de Riemann compacte. Puisque Z
est un Z-module libre et que Hy(X) = Z, X étant connexe, on a Ext(Hy(X),C) = 0. On
peut voir la preuve de ces affirmations dans la section 6 du chapitre V de (Bredon, 1993).

On a donc
H'(X,C) = Hom(H;(X),C). (A1)
Théoreme de décomposition de Hodge

Les travaux de Dolbeault consistaient a étudier un complexe construit a partir des

formes de types (p,q). (On a vu dans ce mémoire ce qu’étaient les formes de types (0,1)
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et (1,0).) Ces complexes permettent de construire différents groupes de cohomologie

notés H?9(X). Le théoreme de décomposition de Hodge nous permet de dire que

H'(X,C) 2 H"(X) o HO(X)
ol la barre  signifie la conjugaison. On a donc

dimc HY(X,C) = 2dime H%Y(X) (A.2)

Pour le lecteur curieux d’en apprendre davantage, il est possible de consulter apres un
entrainement particulier le mythique chapitre 0 de (Griffiths et Harris, 1978). C’est a

la section 7 qu’on trouvera ce résultat.

Théoréme de Dolbeault

Pour connecter ce résultat & notre cohomologie de Cech & coefficients dans le faisceau
des fonctions holomorphes, nous utilisons ce que (Griffiths et Harris, 1978) nomme le

théoreme de Dolbeault (voir chapitre 0, section 3) qui dit que

HY(X,0) = H"Y(X) (A.3)

La finale

En mettant bout a bout les isomorphismes obtenus on a

g= dim¢H(X,0) (notre définition)
= dimgc H*(X) (par I’équation A.3)
= 2dimcH'(X,0) (
= 1 dim¢ Hom(H;(X),C) (

= 3(29)

~

=g

par I’équation A.2)

par I’équation A.1)

donc on arrive a la conclusion que

genre = nombre de trous.
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