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INTRODUCCION

Como es bien sabido, la probabilidad tiene su origen en los problemas relacionados con
juegos de azar y su objetivo primario fue el de calcular las probabilidades de ganar una
partida en juegos tales como dados, cartas o ruleta; sin embargo, antes de que cualquier
calculo formal se hubiera realizado, las reglas de los juegos solian calificar con mayor
nimero de puntos a aquellas jugadas con menor probabilidad. Estas reglas se pueden
atribuir a la nocién intuitiva que pudiera haberse tenido de lo que que después formé la
definicién de probabilidad de un evento en juegos con nimero finito de posibles resultados
(ntimero de casos favorables entre el niimero de casos totales) o a la observacién del niimero
de casos favorables en una coleccién de jugadas (frecuencia relativa de exitos).

A pesar de que para el ser humano es natural estimar la probabilidad de un evento
como la frecuencia relativa de éste (como la probabilidad de lluvia en una tarde de verano),
no fue sino hasta finales del siglo XVII que James Bernoulli formalizé esta idea intuitiva
para fenémenos aleatorio cuyo espacio muestral tiene cardinalidad dos. Este resultado
puede enunciarse de la siguiente manera:

Si {X,}n>1 es una sucesién de v.a.’s independientes e idénticamente distribuidas con
ley Bernoulli y parametro p, entonces

Xi+--+ X,
n

— p en probabilidad.

Después de la obtencién de este Teorema, el estudio del comportamiento asintotico de
suma de variables aleatorias ha conformado uno de los temas centrales de investigacion en
la probabilidad, el cual atin hasta nuestros dias sigue dando nuevos resultados suceptibles
a aplicarse en teorias tales como la llamada de Muestras Grandes, la que a su vez se
relaciona directamente con la modelacion matematica de fenémenos naturales.

El teorema obtenido por Bernoulli se conoce como la Ley Débil de los Grandes Ntimeros
y a partir de su formulacién se ha desarrollado y generalizado hacia diversas vertientes.
Algunas de su generalizaciones o versiones han surgido a partir de la busqueda de respues-
tas a preguntas como son:

El teorema es valido para algin otro tipo de distribucion?

Qué condiciones deben cumplir las variables aleatorias para que su suma estandarizada
converja en probabilidad?

Qué condiciones garantizan la convergencia casi segura?

il



iv INTRODUCCION

Uno de los resultados mas célebres, el cual da respuesta a las preguntas anteriores, es
el llamado Ley Fuerte de los Grandes Numeros, demostrada por Kolmogérov en 1929 y
el cual dice asf:

Si {X,,} es una sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas, entonces

X1+ + X, .
— L casi seguramente

n
si y solo si EX; existe, y en este caso, L = FX;.
El Teorema de Kolmogoérov, ademas de dar respuesta a las preguntas antes expre-
sadas, abre nuevos rumbos hacia los cuales encaminar la investigacion en la Teoria de la
Probabilidad, a saber:
Si las variables aleatorias no tienen esperanza finita, existen constantes a,, b, tales
que

Qn

— L

casi seguramente?. Algunas respuestas a esta pregunta tienen lugar en Loéve, M. (1955)
paginas 252-272.

Otra pregunta que podemos formular, que es mas general, es:

Dada una sucesién (arbitraria) de variables aleatorias, qué condiciones debe cumplir
para que existan, a su vez, variables aleatorias {Y},},>1, {Wy}n>1 tales que

Xn

— L (1)

casi seguramente?.

En las demostraciones de los teoremas que dan respuesta a las preguntas anteriores,
el Lema de Borel-Cantelli (o sus extensiones, conocidas como Leyes 0-1) son clave, ya
que el resultado de Borel-Cantelli da condiciones bajo las cuales el limite superior de una
sucesion de eventos tiene probabilidad 0 o 1, y su relaciéon con la Ley Fuerte de los Grandes
Numeros es la siguiente:

W,

— L casi seguramente si y sélo si P(limsup £;,) =0
n

para toda € > 0, donde

W,
En este trabajo se presentan varias versiones, tanto del Lema de Borel-Cantelli como
de la Ley Fuerte de los Grandes Numeros. No es nuestra intencion hacer un estudio

exhaustivo, sino solamente presentar algunos resultados para variables aleatorias no nece-
sariamente independientes y con esperanza finita.

En:H —L‘Ze].



INTRODUCCION v

En el primer Capitulo se exponen elementos de Teoria de la Probabilidad que se
requieren a lo largo del trabajo. Se presupone que el lector tiene conocimientos de algunos
conceptos y resultados de Teoria de la Medida tales como la integral de Lebesgue, la
integral de Lebesgue-Stieltjes, los Teoremas de Cambio de Variable, de Convergencia
Monétona y Convergencia Dominada.

El segundo Capitulo estd dedicado a presentar los resultados clasicos del Lema de
Borel-Cantelli y la Ley de los Grandes Ntimeros para eventos independientes e indepen-
dientes por parejas. Se incluye la Ley Débil, la demostracion de Kolmogérov de la Ley
Fuerte, asi como algunas otras versiones de este Teorema. En particular, es presentada
una versién moderna mas simple de la Ley Fuerte obtenida por Etemadi [8] que sélo
requiere de independencia por parejas y existencia del primer momento .

El Capitulo tercero se refiere a la Teoria de martingalas. Se muestran algunos de
sus principales propiedades y resultados que se utilizaran en el resto del trabajo. Los
principales que se exponen son el Teorema de Muestreo Opcional o de Paro Opcional de
Doob y un teorema de convergencia de martingalas.

En el Capitulo cuarto se estudia la Ley Fuerte de los Grandes Nimeros en el caso en
que las variables aleatorias no son necesariamente independientes y la suma X; +---+ X,
se normaliza no necesariamente con constantes, sino con variables aleatorias (como en
(1) ). Se presenta un Lema de Borel-Cantelli demostrado por Lévy, el cual es clave para
las demostraciones de las Leyes de Grandes Numeros de Lévy y de Chow. Por ultimo
se presenta un resultado que conjunta el Lema de Borel-Cantelli y la Ley Fuerte de los
Grandes Numeros de Lévy.

A lo largo de este trabajo se considerard un espacio de probabilidad (2, P) y
cualquier variable aleatoria se tendra por definida en este espacio. También denotare-
mos a las variables aletorias, como es usual en la literatura, con las ultimas letras del
alfabeto, en mayusculas.
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Capitulo 1
CONCEPTOS BASICOS

En este Capitulo se sentaran los fundamentos de Teoria de Probabilidad necesarios para
poder desarrollar los resultados que a lo largo del trabajo se exponen.

1.1 INDEPENDENCIA ESTOCASTICA Y VARIA-
BLES ALEATORIAS

Un espacio de probabilidad es una terna (2,3, P), donde €2 es un conjunto no vacio que

llamaremos espacio muestral, & es una o-algebra de subconjuntos de 2, llamada espacio
de eventos y P es una medida de probabilidad con dominio en ¥, es decir una medida tal
que P(Q2) = 1.

Definicién 1.1 Lamaremos a E evento del espacio de probabilidad (2,3, P) si E € .

Definicién 1.2 Sea T un conjunto de indices (diferente del vacio) y E = {Ei}ier una
familia de eventos. Decimos que E es una familia de eventos independientes si para todo
subconjuto finito {t1,...,t,} de T,

P(M_\E,) = ﬂ P(Ey,).
j=1

Se dice que la clase finita de eventos {C} }}_; son independientes si P(N} E;) = [1} P(E})
para todo E; € C;  (t = 1,2,...,n). Si {C;}er es una clase de eventos, se dice que es
independiente si cada subclase finita es independiente.

Definicién 1.3 Una funcién X : Q — R se llama variable aleatoria (v.a.) si X 1(B) €
S para todo B € B(R) (Borelianos de R).

Proposicién 1.1.1 Si X esuna v.a. yg: R — R una funcién Borel medible (371 (B) €
B(R) VB € R) entonces g(X) es también una variable aleatoria.

1



2 CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS

Demostracién
Sea B € B(R). Como g es Borel medible, se tiene que g~ (B) € B(R) y como X es

v.a. entonces X 1(¢71(B)) € B(R)
O

Definicién 1.4 A la funcién P(X7(:)) : B(R) — R™ se le llama distribucién de la v.a.
X o probabilidad inducida por la v.a. X y se le denota como Po X7'(-) o Px(-).

Proposicién 1.1.2 La distribucion de la v.a. X es una medida de probabilidad en R.

Demostracion
Sean B, By, By, ... € B(R) tales que B; N B; = () Vi # j. Entonces

(i) Px(B) = P(X7(B)) = 0,
(it) Px(R) = P(X"'(R)) = P(?) =1,y

(iii) Px(UFB,)=P(X 1 (UF B,))=P(UF X} (B,)) =55 P(X " (B,))=X5° Px(B.).

O
Definicién 1.5 A la funcion Fx : R — R" definida por
Fx(z) = Px(—o0,z], z€R
se le llama funcion de distribucion de la v.a. X.
Definicién 1.6 Liamamos a X = (X1, -+, X,,) vector aleatorio si X; es variable aleatoria
(i=1,2,...,n).
El vector X es una funcién medible de (22,3, P) a (R™, B(R")) porque
XY B xByx--xB,)=XYB)n---NnX,(By,),
donde B; € R parat = 1,2,...,n y la o-adlgebra generada por los rectangulos medibles

(Byx Byx---x By,) genera a ®1B(R), el cual es igual a B(R") porque R es un espacio sepa-

Definicién 1.7 Sea {X;}!, una familia finita de v.a.’s. Decimos que las v.a.’s Xq,..., X,
son variables aleatorias independientes (v.a.i.) o {X;}?_, es independiente si {X; '} for-
man una clase independiente de eventos.

La definicion anterior nos dice que que si Xi,..., X, son v.a.i. entonces
Py, x,)(B1, ..., By) = Px,(By) - -+ Px, (By),
donde B; € B(R) parai=1,2,...,n.

Definicién 1.8 Sean T un conjunto de indices y {X;}ier un familia de v.a.’s. Decimos
que {X;}ier es independientes si cada subfamilia finita de {X;}ier es independiente.
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1.2 ESPERANZA MATEMATICA

Definicién 1.9 Definimos L, como

L, = {f:Q—R|P(f=g)=1, para alguna g Borel medible,
definida para todo w €  y tal que/ |g|PdP < oo},

donde p € Ny [|g|PdP es la integral de Lebesque de |g|P con respecto a la medida de
probabilidad P.

Definicién 1.10 S g : R — R es una funcion Borel medible y X es una v.a., definimos
la esperanza de g(X) como

Eg(X) = Blg(X)] = [ o(X(@)dPw) = [ g(X)dP,
siempre que g(X) € L.

Por el Teorema de Cambio de Variable tenemos que si Eg(X) € Ly, entonces

Eg(X) = | g(v)dPx(v).
Como Px(a,b] = Fx(b) — Fx(a) y Fx es no decreciente (por monotonia de la proba-

bilidad) y continua por la derecha, entonces también podemos expresar a la esperanza de
g(X) como la integral de Lebesgue-Stieltjes:

Bg(X) = | g(o)dFx(v).

Definicién 1.11 St X € L,, p =1,2,..., denominaremos a EX? el momento de orden
p de X.

Nota 1.12 El momento de orden 1 siempre se denominard la esperanza de X.

De la propiedades de la integral de Lebesgue se siguen inmediatamente el ssiguiente
resultado

Corolario 1.2.1 .

(1) St X,)Y € Ly ya,B € R, entonces aX + Y € Ly y E(aX+8Y)=aEX+[EY.

(i1) Si X € Ly entonces |[EX| < E|X]|.
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(111) SiY € Ly, X v.a. tal que | X| < |Y| casi seguramente (c.s.), entonces
X e L, yE|X|<E[Y|.

(iv) X € Ly, con E|X| =0 siy sdlosi X =0 (cs.).
(v) Si B|X|* < co para algin X\ > 0 entonces E|X|" < oo para 0 < v < A

Proposicién 1.2.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sea X yY dos v.a. tales que
X,Y € Ly. Entonces XY € Ly y

(E|XY|)? < EX?EY?2.

Demostracién

Cuando alguna de X e Y es igual a cero c.s. se cumple la desigualdad.
Sean EX? > 0, EY? > 0, definamos

X Y

“TIExe b:[Ey2}1/2'

Entonces aplicando la desigualdad 2|ab| < a® + b?, a, b € R, se obtiene que

1 1
IXY| < S[EX?EY?):

X2 y?
Exz EYQ] ’

de donde resulta que E|XY| < co y [E|XY|]* < EX?EY2

O

Proposicién 1.2.3 Sea X una v.a. y g una funcion Borel medible, no negativa tal que
g9(X) € Ly. Supdngase ademds que g es par y no decreciente en [0,00). Entonces Ve > 0
se tiene

Eg(X)

PIXI > d < =55

Demostracién
Si F = {|X| > €}, entonces Fg(X) = [ g(X)dP + [p. g(X)dP > g(e)P(F).

O

Nota 1.13 Si g(z) = |z|*, obtenemos la desigualdad de Markov, y si ademds \ = 2,
entonces obtenemos la desigualdad de Chebyshev.

Lema 1.2.4 57 Y es una v.a. no negativa entonces

Z Y > n <EY<1—|—ZPY>n]

n=1
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Demostracién

0 0o o0 © k
Z Y>n] = Y Y PEk<Y <k+1] ZZ k<Y <k+1]

n=1 k=n

3

= Y kPk<Y <k+1]=

par k<Y<lc+1
< / YdP = EY
=0 Y k<Y <k+1]
< Y (k+1D)PE<Y <k+1]
k=0
= Y PlY>n]+) Pk<Y <k+1]
n=1 k=0
= Y PlY>n]+1
n=1

O

Definicién 1.14 Decimos que la variable aletoria X estd centrada en el punto ¢ (c € R)
st reemplazamos X por X — c.

La seleccion de la constante ¢ juega un papel importante en muchos problemas de
probabilidad (como las Leyes de Grandes Numeros y el Teorema Central del limite).

Definicién 1.15 St X € Lo, al segundo momento de la v.a. X centrado en EX se le
denomina como la varianza de X (Var(X)).

Corolario 1.2.5 (Desigualdad de Kolmogérov) Sean X1, X, ..., X, v.a.i. tales que

EX, =0

Var(Xy) = EX} =0p <oo, k=12,...,n
St S = Z?:l X, k=1,2,...,n. Entonces para toda ¢ > 0 se tiene que

n

P{max |Sg| > ¢} < — = Zai

1<k<n

Demostraciéon
Para e > 0 definamos los conjuntos

By = {|51| > €}
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k—1
Ey={Sk| = e} n N {IS| <e} para k=2,3,....n
j=1
Por construccién, tenemos que E; N E; = () para toda i # j.
Sea E = {maxj<g<n |Sk| > €}. Entonces F = U}_, Ex. Como X} son independientes
y EX}) = 0, entonces

Z 0? = Var(S,) = /Sgdpz/ S2dP
k=1 Q E
= > [ 5P
—1 7/ Ek

Por otro lado, si 1 < k < n, tenemos que

S2dp = / (S + Xppt -+ X,)2dP
Ep E

_ s,zdp+2/ Sk(XkH+---+Xn)dP+/ (X1 + - + X,)2dP,

pero

2 Sk(XkH+~~+Xn)dpz2/9[Ekskdp./ﬂ(xk+l+-~+Xn)dpzo

Ey

por la asociatividad de la independencia. Ademaés, como

/ (Xps1 + -+ X,)%dP >0,
Ey,

entonces
Var(S,) = / S2dp > / S2dpP
w E
= > [ sap=Y [ spap
k=1"Ek k=1"Ek
> Y EP(Ey).
k=1
Como

finalmente se tiene que

&P(E) > z": Var(Xy)
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1.3 CONVERGENCIAS EN PROBABILIDAD, CASI
SEGURA Y EN MEDIA

Definicién 1.16 Se dice que la sucesion de variables aleatorias { X, },>1 converge casi
seguramente (c.s.) a la v.a. X si existe E € & con P(E) =0 tal que Yw € E° se cumple

| Xn(w) — X(w)] = 0 cuando n — oo.

7. C.S.
En este caso escribimos X,, — X.

La nocién de convergencia casi donde sea, de Teoria de la Medida, es idéntica a la
de convergencia casi segura en Probabilidad, pero cambia de nombre no sélo porque la
medida de probabilidad es una medida con la propiedad de que P(2) = 1, sino para
hacer referencia a que una probabilidad es una medida de posibilidad.

Definicién 1.17 Se dice que la sucesion {X,}n,>1 es Cauchy casi seguramente si eziste
E €S tal que P(E) =0 y | X, (w) — Xpm(w)| — 0 cuando m,n — oo para toda w € E°.

Proposicién 1.3.1 Sea {X, },>1 una sucesién de v.a.’s. Entonces X,, 5 X, X v.a. &
{X,} es Cauchy c.s..

Demostracion
Si X, ©¥ X entonces existe £ € S tal que P(E) =0y X,(w) — X(w) Yw € E°.
Entonces para w € E° y para m,n nimeros enteros positivos se tiene que

[ Xin(w) = X ()| < [Xim(w) = X ()| + [Xn(w) = X(w)[ =0

cuando m y n — oo. Entonces {X,,} es Cauchy c.s..

Por otra parte, si {X,} es Cauchy c.s. entonces existe £ € < tal que P(E) =0y
| X (w) = X (W) |mm—oo — 0 Yw € E°. Entonces la sucesién {X,(w)} es una sucesién
Cauchy de ntimeros reales, lo que nos lleva a la conclusion de que existe un tinico niimero
real X (w) tal que X (w) = lim, .o, X,(w) Vw € E°. Por tanto X,, ©> X. La funcién X
es una variable aleatoria porque el limite de variables aleatorias es también una v.a..

O

La siguiente Proposicién nos va a ser de mucha utilidad para demostrar la convergencia
de sucesiones de v.a.’s.

Proposicién 1.3.2 La sucesion {X,,},>1 de v.a.’s converge c.s. ala v.a. X <

lim P{U>>_ (| X, — X|>¢€¢)} =0 Ve>D0.

n—oo

Como P{U_, (| Xm — X| > )} <> P{(|Xm — X| > €)}, entonces
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Corolario 1.3.3
S P{(|Xn—X|>e)}<oo Ve>0= X, =3 X. (1.1)
m=1

El Lema de Borel-Cantelli también nos da el resultado (1.1), pero no puede decirnos
nada a partir de lim,, ., P{U_, (| X, — X| > €)} =0, que es una condicion mas débil.

Demostracion de la Proposicion 1.3.2
Sea € > 0. Definimos E,(¢) = [| X, — X| > ¢ para n > 1.
Sea D ={w € Q: X, (w) AX(w) cuando n — oo}, entonces

D = Usolimsup E,(€)

Ue>0(mn21 UmZn Em(e))
Ukz1(Nnz1 Umzn Em(1/k)).

Por lo tanto, tenemos que
X, X « P(D)=0
< P(limsup E,(¢)) =0 Ve > 0.
Como Uy,—n Fyy(€) | limsup E,(€), entonces
P(lim sup By (€)) = lim P(Upsn B (€)),

lo cual implica que X,, =% X < lim,, oo P{Up>n(| X — X| > €)} =0 Ve > 0.
O

Definicién 1.18 Sea { X, },>1 una sucesion de v.a.’s. Decimos que X,, converge en pro-
babilidad a la v.a. X si Ve >0

P{|X,(w) — X(w)| > €} =0 cuando n — oo.
En este caso, escribimos X, £ x.

Proposicién 1.3.4 Sea {X,},>1 una sucesion de v.a.’s tal que X, =% X. Entonces
X, 4 x.

Demostracién
De la Proposicién 1.3.2 tenemos que cuando X,, % X se cumple

lim P{Upsn(| X — X|] =€)} = 0.

n—oo

Como {|X,, — X| > €} C Up=n{|Xm — X| > €}, entonces se tiene que X,, 2> X.
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Definicién 1.19 Sea { X, },>1una sucesion de v.a.’s, tal que X,, € L1 ¥Yn > 1. Decimos
que X, converge en media a la v.a. X € Ly si E|X,, — X| — 0 cuando n — oo.

- L
En este caso escribimos X,, = X .

Nota 1.20 No es dificil demostrar que la convergencia en L, (de Teoria de la Medida)
implica la convergencia en media (o en Ly) cuando p > 1.

Proposicién 1.3.5 X, hox o X, P x.

La demostracion se sigue de la desigualdad de Markov. Para cualquier € > 0,

E|X, — X]|
.

1.4 PROBABILIDAD Y ESPERANZA CONDICIO-
NALES

En los cursos basicos de probabilidad suele definirse a la esperanza condicional de la
siguiente manera:

Definicién 1.21 Si A, B € Sy P(B) > 0 entonces la probabilidad condicional de A dado
B es igual a
P(ANB)

P(AIB) = =55

Sin embargo esta definicién puede extenderse para el caso en el que P(B) = 0. El Teorema
siguiente generaliza la definicion anterior y el Teorema 1.4.2 constituye la definiciéon general
de la Esperanza Condicional.

Teorema 1.4.1 Si p C S es sigma-dlgebra y B € S es fijo, entonces existe una funcion

P[Blg] : (2, 9) — (R,B(R)), llamada la probabilidad condicional de B dado ¢, tal que
P(CNB) = / P[B|g|dP VO € .
c

Si h es una funcion con las mismas propiedades que P[B|g]|, entonces h = P[B|g)]
P-c.s..Cuando esto ultimo ocurre, se dice que P[B|p| es esencialmente tnica.

Nota 1.22 A partir de ahora basta con decir que o C S para considerar a o como sub
o-dlgebra de 5.
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Demostracién

Sea \(C') = P(C N B), C € p. Entonces A es absolutamente continua con respecto a
P. Por el Teorema de Radon-Nikodym, existe una funcién f (esencialmente tnica respecto
a P) que cumple P(C' N B) = [, fdP para todo C € g.

O

Teorema 1.4.2 Sea Y una v.a. con valores en los reales extendidos y sea p C . Si
Y € Ly, entonces eziste una funcion (esencialmente unica) E[Y|p] : (2, p) — R, B(R)),
llamada la esperanza condicional de Y dado @, tal que

/CYdP:/CE[Y]p]dP VC € p.

Noétese que debido a las definiciones anteriores se tiene que P[B|p| = E[Ig|p] c.s..

Demostracién

Si A(C) = [ YdP, para C € p, se tiene que A es absolutamente continua respecto
a P . Por el Teorema de Radon-Nikodym, existe una funciéon f : 0 — R, p-medible,
esencialmente unica respecto a P e integrable, tal que

:/CfdP VO € p.

Definimos a f como E[Y |p].

Definicién 1.23 Si X es una v.a., definimos a la o-dlgebra generada por X como
o(X)={AcCcQ: X YB)=A, BecBR)}

Nota 1.24 Alternativamente denotaremos como la esperanza condicional de una v.a. Y
dada la o-dlgebra generada por una v.a. X como E[Y|X], en lugar de escribir E]Y |o(X)].

Asi como hemos definido la esperanza condicional dada una o-algebra, podemos definir
la esperanza E[Y|X = z], la cual es una funcién con dominio en los reales, i.e., E[Y|X =
x] = h(z). La demostracién del siguiente Teorema-Definicién es muy similar a la del
Teorema 1.4.2.

Teorema 1.4.3 Sean X yY una v.a.’s. S1Y € Ly, entonces existe una funcion medible
y esencialmente unica h: (R,B(R)) — (R,B(R)) tal que para cada B € B(R)

/ Ydp — / 2)dPy (z
XeB

A h se le denota como h(x) = E[Y|X = x].
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Demostracién
Sea A\(C') = [yec YdP, entonces A es absolutamente continua con respecto a Px. Por
el Teorema de Radon-Nikodym se tiene la conclusion.

O

Noétese que a partir de las dos definciones anteriores de esperanza condicional se tiene
que

E[Y|X]=h(X) cs. si E[Y|X =zx]=h(x).
Un ejemplo de esta observacion es: si E[Y|X = z] = z?, entonces E[Y|X]| = X?.

Algunas de las propiedades méas importantes de la esperanza condicional se enuncian
a continuacion.

Propiedades
Si X, Y, Xy, Xy, ... son variables aleatorias y p C S, se tienen las siguientes implica-
ciones.

(i) X €L = FE[X|p]=X cs. engp.

(i1) X >0= E[X|p] >0. cs.

(i) X,Y € Ly = ElaX + bY|p] = aE[X|p| + bE[Y]|p], Va,be R.

(iv) Si X,Y, X Y € L; ysi X es p— medible, entonces E[X - Y|p] © XE[Y|g].
(

v) ¢ CpyYeL =

EY | = E[E[Y]¢]le] = E[E[Y]pll¢] c.s.

(vi) Si X € Ly,y o(X) y g son independientes, entonces E[X|p] = EX c.s.
(vit) Si X,Y € Ly y X es independiente de Y, entonces E[X|o(Y)] = EX.

Demostracion
(1) [o E[X|p|dP = [ XdP VYC € p = E[X|p] =X, P—cs.en g.
(1)) [ XdP>0siX >0 VC € p.

(111) Se sigue de la linealidad de la integral de Lebesgue.
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(iv) Si X =14 con A€ g,

/CE[XY|p]dP:/COAYdP:/CmAE[Y|p]dP:/CXE[Y|p]dP.

Si X =3Y" a;lg cona >0y B, € p Vi, se demuestra el resultado gracias a la
linealidad de la integral. Utilizando el Teorema de Convergencia Mondtona, se obtiene el
resultado para funciones medibles no negativas, y como X = X*— X~ (donde Xy X~
son la la parte positiva y negativa de X, respectivamente), por la linealidad de la integral
se obtiene la conclusion.

(v) Nétese que [, E|Y|Q'|dP = [,YdP = [, E]Y|p|dP YA € ¢'. Se sigue E[Y |¢] =
EE[Y[p]l¢] cs..

Por otra parte, E[Y|¢'] es una funcién p’-medible, y entonces p—medible, por lo que
EY|p'] = E[E[Y|¢]lg] cs..

(vi) Si X = I con A € o(X), [o EllalpldP = [, I4dP = [onadP = P(CNA) =
P(C)P(A) = [, E(X). Por un argumento similar al anterior, se puede concluir que
la igualdad es cierta para funciones simples, para funciones medibles no negativa y por
ultimo para cualquier v.a..

(vii) Si A € o(X), entonces existe C' € B(R) tal que X 1(C) = A, similarmente, existe
D € B(R) tal que Y~}(D) = B. Por lo tanto tenemos que P(AN B) = P[X(C) N
Y-YD)] = PIX7'(C)] - P[Y"Y(D)] = P(A)P(B). La conclusién se sigue del inciso
anterior.



Capitulo 2

LEMA DE BOREL-CANTELLI Y
LEY FUERTE DE LOS GRANDES
NUMEROS

En este Capitulo se exponen los resultados clasicos del Lema de Borel-Cantelli (B-C) y
la Ley Fuerte de los Grandes Numeros (LFGN). Algunos de éstos se refieren a variables
aleatorias que son independientes o independientes por parejas.

En la primera Seccién se demuestra el Lema de Borel Cantelli y algunas extensiones.
Ademas se exponen algunas de sus aplicaciones.

En la segunda Seccion se estudian las Ley Fuerte de Grandes Numeros y al igual que
en la primera, se exponen algunas de sus extensiones. Algunas de éstas tienen demostra-
ciones sencillas pero no pueden considerarse mas generales que la de Kolmogoérov porque
requieren de condiciones de existencia de los momentos de orden superior o igual a uno.

A pesar de que la LFGN de Kolmogorov sigue siendo un resultado muy fuerte, debido a
que nos puede proporcionar la existencia del primer momento y la convergencia de la serie
de v.a.’s a éste, requiere que las variables aleatorias sean independienteS e idénticamente
distribuidas. Las versiones que se presentan en la segunda Seccién, a pesar de no ser més
generales, nos dan algunas ventajas en cuanto a la reduccion de estas hipotesis.

2.1 LEMA DE BOREL-CANTELLI

Son muiltiples los resultados de limites en la teoria de la probabilidad que se comprueban
utilizando el Lema de Borel-Cantelli, el cual consta de dos partes, una que se refiere a la
convergencia y otra a la divergencia de una sucesién de eventos. La parte de divergencia
del Lema requiere de una hipotesis de independencia de eventos, la cual puede ser refinada
para poder generalizar el resultado.

13
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Lema 2.1.1 (DE BOREL-CANTELLI) Sea (2,5, P) un Espacio de Probabilidad y
sea {E,} una sucesion de eventos del espacio.

hE

a) P(E,) < oo = P(limsup £,,) = 0. (2.1)

3
Il
—

St ademds los eventos son independientes
b) Y P(E,) =00 = P(limsupE,) = 1. (2.2)
n=1 n
Demostracion

Para demostrar la primera parte definimos a £ como

E =limsup b, =Ny, Upr_ B,
y podemos escribir £/ = N> | F,, donde F,, = U>_ F,,. Entonces
P(Fn) = P(U?r?:nEm> < Z P(Em)-

Como Yo%, P(E,) < oo se cumple lim, o, > oo P(E,,) =0
Notemos que F;,, | F cuando n — oo, lo cual implica

P(E) = lim P(F,) =0.

n—od

Con lo que se demuestra (2.1).
Para probar la segunda parte es suficiente con mostrar que

P(UrLy My E3) =0,
pero para esto basta con verificar que
P(NX_ ES)=0 VYneN.

Como 1 —z < exp(—x) Vz € R entonces

PO 5) < PO, = TT P(E)
= T10-P(E5)

N

exp[— Y P(En)]

m=n

IN
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A partir de que Y, P(E,,) diverge, se tiene lim; ., exp[— 3" P(E,,)] = 0 entonces

P(NX_ Ec) < lim exp[— Z P(E

m=n m N—oo
Asi tenemos (2.2)

O

A partir del Lema de Borel-Cantelli podemos decir que si la coleccion de eventos {E, }
son independientes, entonces

P(hmsupE)—O@ZP < 00.

n=1

Observemos que que es justamente la parte referente a la convergencia de eventos del
Lema la que nos permite enunciar el Corolario 1.3.3, ya que X,, — X c.s. siy solo si
P(limsup | X,, — X|>¢€) =0 Ve > 0.

Algunas otras aplicaciones del Lema de Borel-Cantelli, las constituyen los siguientes
ejemplos y el Teorema 2.1.2.

Ejemplo 2.1 Si {X,} es una sucesion de variables aleatorias en Ly, existen constantes

positivas ¢, — oo tales que
XTL C.S.

N es).

Cn
La demostracién se sigue del Corolario 1.3.3, ya que para cada n € N existe ¢, tal que
P[|X,|/c > € < 1/n, lo cual implica que >°°; P[|X,/c,| > €] < ooy por lo tanto
Xn/en S50

Ejemplo 2.2 Sea A, el evento de que salga cara en el n-ésimo y (n+1)-ésimo lanza-
miento de una moneda. Si definimos A = limsup,, A,,, entonces A es el evento de que
salgan dos caras consecutivas infinitas veces.

Como P(A,) =1/4 VYn € N, entonces 322 | P(Ay,) = oco. Por el Lema de B-C, se
tiene que P(A) = 1.

Teorema 2.1.2 Sea {X,} una sucesion de v.a. tal que X, EiN X, donde X es v.a.,
entonces existe una subsucesion {X,, } C {X,} que cumple

C.S.
Xn, = X cuando k — oo

Se observa que el Teorema anterior, es un tipo de complemento a la Proposicion 1.3.4.

Demostracién
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Como para toda € > 0 tenemos que P[|X,, — X| > ¢] — 0, entonces podemos escoger
enteros positivos n; — oo que cumplan que P[|X,, — X| > ¢ < 27% para cada k > 1.
Entonces 32, P[|X,, — X| > €] < co. Por el Lema de Borel-Cantelli se obtiene que

Pllimsup | X, — X|>¢ =0
lo que a su vez nos indica que X,,, <% X.
O

A continuacion se presenta un primer refinamiento de la parte divergente de eventos
del Lema de B-C.

Teorema 2.1.3 Sea {E,} una sucesion arbitraria de eventos tal que Y o0 | P(E,) =00 y

1 f =00 <1. 2.3
1mn1n (Zkgn P(Ek))2 N ( )

entonces P(limsup,, E,) = 1.

A pesar de que este refinamiento elimina la condicion de independencia de los eventos,
es dificil de manejar cuando se quiere verificar sus condiciones.

Con el objeto de realizar la demostraciéon de este Teorema se realizaran las siguientes
definiciones.

Si tenemos la sucesién de eventos {E;} consideremos N,, = Iy + Iy + -+ - + I,,, donde
I; = I, (Funcién Indicadora el evento E;) para 1 <i. Como

limsup F,, = {w : sup N, (w) = oo},

entonces P(limsup,, F,,) puede ser estudiado por medio de las variables aleatorias IV,,.
Supongamos que py = P(Ey) y my = p1 +p2+ - + Pa-
Como Ell}] = py entonces E[N,| = m, y si m,, > x, por la desigualdad de Chebyshev
se tiene que

Var(N,)

PNy < 2] < P[|Ny —ma| 2 my — 2] < (my, — )2

(2.4)

Con estas definiciones, procedemos entonces a la demostracién.

Demostracién
S ik<n P(E; N Ey)

(Xhen P(Ek))?
Utilizando la notacion anterior tenemos que

Var(N,) = EN?—m? = Z E[L;I] —m?
Ji:k<n

= Y PENE)—m=(0,—1)mly

Jik<n

Sea 0, =
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por (2.4) resulta que
(Qn — 1)m721
(M — )
Como m? /{(m,, — x)*} — 1, entonces lim inf,, P[N,, < z] < 0.

A partir de que P[sup, Ny < x] < P[N,, < z] obtenemos que P[sup, Ny < z] = 0. Si
tomamos la unién sobre x = 1,2, ... entonces

PN, <zx] < para x < m,,.

Plsup N,, < o0] =0,

por lo que
PlsupN,, = 00| =1

O

El siguiente Teorema nos permite generalizar la parte divergente del Lema de Borel-
Cantelli a eventos independientes por parejas.

Teorema 2.1.4 Sea {E,} una sucesion de eventos independientes por pares tal que
> P(E,) = oo,
n=1

entonces P(limsup,, E,) = 1.

A pesar de que este Teorema nos permite considerar solamente independencia por
parejas en lugar de independencia entre los eventos, su condiciéon de independencia sigue
siendo una condiciéon muy fuerte.

Demostracién
Con el fin de realizar la demostracion utilizaremos la notacion anterior.
_ 2 2
Como Var(N,)=EN;—m.y

EN? = E

NoIr+2 > LI
i=1

1<j<i<n

= Y EI}+2 > ELEI

i=1 1<j<i<n

= Y EL+2 Y, ELEL;+> (EL)’-> (EL)
i=1 1<j<i<n i=1 i=1

= Y (EL)?*+2 Y ELEI;+)Y (EL - (EL)?
i=1 1<j<i<n i=1

=1
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M2
entonces Var(N,) = Y1, (p; — p7). Si tomamos 6, =1+ >, % tenemos, utilizando

(2.4), que
> i (pi —p}) _ (60 — 1)my,
(mn —2)? (mn — )

P[N, <z] <

Como 0 > 1—(m,,/m?) y m,, — oo cuando n — oo por hipétesis, entonces lim inf,, (6, —
1) < 0. Con los argumentos utilizados para el caso anterior podemos concluir que
P(limsup,, E,) = 1.

O

Es inmediato reconocer que el Teorema 2.1.4 es una generalizacién del Lema de B-C
original y a partir de la demostracion de éste, tenemos que si {E,} es una sucesién de
eventos independientes por pares, entonces P(limsup, £,) =0 < Y P(E,) < cc.

Si en el Lema de Borel-Cantelli hacemos a un lado la hipdtesis de independencia en
la parte divergente del mismo, entonces se puede demostrar mediante contraejemplo que

>, P(E,) = o0 #= P(limsup, E,) = 1.

n=1

Ejemplo 2.3 Sean Q = [0,1], S la 0— dalgebra de Borel de Q, P la medida de Lebesque
y E,=(0,1/n) paran=1,2,....

Claramente vemos que {E,} no es una sucesién de eventos independientes y que

limsup E,, = lirrln E, =N ,E, = 0.

Entonces P(limsup,, E,) = 0, pero Y00 P(E,) = >, 1/n = co.

2.2 LEYES DE GRANDES NUMEROS

Las Leyes de Grandes Numeros son resultados dentro de los llamados Teoremas Limite,
y su definicién (la cual se ha modificado debido a la evolucién que estos han tenido) es
la siguiente: las Leyes de Grandes Numeros se refieren a la convergencia de la suma de
variables aleatorias. La Ley Débil considera convergencia en probabilidad y la Fuerte
convergencia casi segura.

Algunas versiones de la Ley Débil de los grandes Numeros tienen como consecuencia
que si observamos n realizaciones de una variable aleatoria (n grande) y dichas realiza-
ciones son independientes unas de otras, entonces el promedio de los valores obtenidos sera
muy cercano a la media de la variable aleatorias, en un alto porcentaje. La Proposicion
2.2.1 es una Ley Débil que no requiere que las observaciones efectuadas provengan de
variables aleatorias con misma distribucion.

Proposicién 2.2.1 Sea X1, Xo,..., X, una sucesion de v.a.’s independientes tal que

lim n 2 Z VarX, = 0,

n—00
k=1
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entonces

g =0 X, =Y. EX;)/n L0
1 1

Demostracién
Por la desigualdad de Chebyshev, basta demostrar que g, converge en Ls.

E(g2) =n"*Var(X; + -+ X,) =n"? Z Var(X;)—0 cuando n — co.
k=1

O

Como la Ley Fuerte de Grandes Numeros se refiere a la convergencia de la suma de
v.a’s en forma casi segura, entonces por la Proposicion 1.3.4, se tiene que la Ley Débil de
Grandes Numeros es un caso particular de ésta.

El Teorema siguiente es una version de la Ley Fuerte de los Grandes Numeros, la cual
requiere que las variables aleatorias pertenezcan a Ly.

Teorema 2.2.2 Sea {X,,},>1 una sucesion de v.a.i., con cuarto momento finito.
Supongamos que EX, = u, Var(X,) = o y E[(X, — )] = p paran = 1,2,....
Entonces

Sn cs.
—
n

donde S,, = X; + Xo+ -+ X,,.

Demostracién
Por la desigualdad de Markov (Proposicién 1.2.3) con g(z) = x?, se tiene que

P

n“—u’ >e} — P[S, — nu| > ne]

- 7| > e}

n

> (X —p)

i=1

1 n 4

< Ger® @X”“))]
=GBt

Fn(n — 1B — 0 (2.5)
< Lo (0%
< (aep

K
< =
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La igualdad (2.5) se obtiene a partir de que las v.a.’s son independientes, de que
EX, = u Vn (lo cual a su vez implica que términos de la forma E[(X; — p)*(X; —p)] = 0,
Vi # 7) y de que la sucesién de v.a.’s tienen segundo momento central y cuarto momento
centrales constantes.

Como K es una constante y %%, 1/n? < oo, por el Lema de B-C o Corolario 1.3.3,
concluimos

Sn C.S.
roes
n
U

Proposicién 2.2.3 Sea {X,,} una sucesion de variables aleatorias independientes que

cumplen
= Var(X,) <oo mn=12...

y >0, 02 < oo, entonces Z (X, — EX,,) converge c.s..
Demostracién

Sea S, = >.p_4 X, por el Corolario 1.2.5 aplicado a las variables aleatorias X, —
EX,i1,. ., Xnem — EXpym, donde m y n € N, se tiene que para toda € > 0

Fan oo

Definimos T}, = Sy — ESk, Ax = sup,s[|Thgo — Ti|] y A = infrz1 Ay
Si tomamos limites en ambos lados de (2.6) cuando m — oo, se tiene

Z Vn > 1,

1
P[max [S,1x —Sp — ES,1x+ ES,| > € < 2

1<k<m

1

por lo que

Como 372, 07 < oo, entonces P[A > ¢ = 0; lo cual implica, a su vez, que la sucesién
{S.} es Cauchy c.s..

La conclusion se sigue de la Proposicion 1.3.1.

O

Antes de enunciar algunas otras Leyes de Grandes Numeros, se realizaran algunas
definiciones y se verificaran algunos resultados importantes.

Lema 2.2.4 (de Toeplitz) Sea {a,} una sucesion de nimeros reales tal que a, — a
cuando n — oo. Entonces n™' Y}_, ap — a cuando n — oo.
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Lo que el Lema de Toeplitz nos dice, es que si una sucesion de niimeros reales converge,
entonces su media aritmética converge al mismo limite que la sucesion original.

Demostracién
Como a, — a para € > 0 sabemos que existe ng(e) tal que Vn > ng(e)

€

|an—a|<2

Escogemos ng tal que

1 2o €
—*Z\an—al<—.

ny =y 2
Sin > ng
n no n
|;k§1ak—a < ;8;|ak—a|+;k:nzo+l|ak—a|
< ST f
2 n 2

O

Lema 2.2.5 (de Kronecker) Sea {a,} una sucesion de reales tales que 3,51 a, < 00.
Entonces

o
nt Z kap — 0
k=1
cuando n — 00.
Demostracién
Sea so =0y s, =>"ar, n=1,2.... Se tiene entonces
1 & 1 &
- Z kak = - Z k‘(Sk — Sk—l)
Ny (]
1 n—1

= Sp—— Y S (2.7)
" =1

La serie {s, } converge a un limite finito s y a partir del Lema de Toeplitz, n=* S721 sp — s
cuando n — 00
O

Teorema 2.2.6 Sea {X,} una sucesién de v.a.i. tales que Var(X,) = 02 < oo, n =
1,2,.... Supongamos que 35° 0% /n? < 0o y sea S, = Y32, Xp, n=1,2,..., entonces la
sucesion {n~'(S, — ES,)} converge c.s. a cero.
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Este Teorema se deriva de la Proposicion 2.2.3 y constituye una Ley Fuerte de los
Grandes Numeros menos restrictiva que el Teorema 2.2.2; ya que solo requiere que exista
el segundo momento centrado y no requiere que el primer y segundo momento central
sean iguales para cada X, n € N.

Demostracién
Definimos Y, = (X,,—EX,,)/n,n=1,2,.... Sesigue que EY,, = 0y Var(Y,) = 02 /n’.
Por la hipétesis, tenemos > 02 Var(Y,) < oco. De la Proposicién 2.2.3 se obtiene que
>, Y, converge c.s. y aplicando el Lema de Kronecker a la sucesién {Y;,} se obtiene el
resultado.
O

Definicién 2.4 Decimos que dos sucesiones de variables aleatorias {X,} y {X.} son
equivalentes (tail-equivalent) si difieren c.s. en un nimero finito de términos.

La condicién anterior también se puede expresar como
Pllimsup(X,, — X)) # 0] = P[X,, # X, i.0]=0.

Definicién 2.5 Si las sucesiones de variables aleatorias {X,} y {Yn} convergen en el
mismo evento (excepto para eventos de medida de probabilidad cero), entonces decimos
que {X,.} vy {Y,} son equivalentes en convergencia.

Proposicién 2.2.7 Si {X,} y {X]} son dos sucesiones de variables aleatorias tales que

o, P[X, # X!] < oo, entonces las sucesiones {X,} y {X|} son equivalentes y las
series {b; 13500 X} y {0,322, X}, donde b, T oo, convergen en el mismo evento al
mismo limite, excluyendo al evento nulo.

Demostracion
Por el Lema de Borel-Cantelli, se tiene que

P[X, # X/ i.0]=0.
La segunda parte se sigue inmediantamente.

O

A continuacién se presenta la Ley Fuerte de Grandes Numeros de Kolmogorov. A
diferencia de las versiones de LGN presentadas hasta ahora, la que desarrollé Kolmogoérov
tiene una doble implicacién, dandonos condiciones necesarias y suficientes (referente a la
convergencia de la suma estandarizada de v.a.’s) para la existencia del primer momento.
Cuando la suma estandarizada de v.a. converge o el primer momento existe, también nos
dice cual es el limite de convergencias de la suma de v.a.’s.
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Teorema 2.2.8 (Ley de los Grandes Nimeros de Kolmogérov) Sea { X, } una su-
cesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.) Sea
Sp =301 Xp, n=1,2,.... Entonces la sucesién {n~1S,} converge a un limite finito a
& F|Xi| < 00. Mas ain, en ese caso EX; = a.

Demostraciéon

Supongamos E|X;| < oo y X v.a. con la misma distribucién que Xj.

Sea By =Qy E,=[X|>n|,n=1,2,....

Como E, | 0 entonces FE,, = U2 (Ey — Exy1), n = 1,2,... es una unién ajena de
eventos y

P(E,) = i P(E, — E,11).

k=n

Lo que a su vez nos lleva a que

i P(E,) = i nP(E, — Eni1).

n=1

Como Ejy = () entonces
1+ > P(E,) = Y P(E,)
n=1 n=0

= Z nP(E,_1 — E,).
n=1
Por el Lema 1.2.4 se tiene que

fj P(E,) < E|X| <1+ i P(E,),

n=1

relacion de la cual se llega a que
> P(E,) < co. (2.8)
n=1

Para todo n € N definimos X* como
X5 = Xolx,<n)-
Entonces

Var(X}) < EX}?

- / X2dP
| Xnl<n]

= X?dP

£

< S KP(BEp . — Ey),

k=1
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a partir de lo cual tenemos

oOVarX* o " k2
R T ) LN
n=1 n=1 k= 1
o0 o0 1

::ZHHQA—QE:Q
k=1

Para k£ > 1 se tiene que

= n? kooa?
1 n 1
K2k
2
< -,
~ k
Entonces
>, Var(X}) >
T2 < 2 Z k?P<Ek—1 - Ek)
n=1 k=1
= 2[1+ ) P(E,)
n=1
< por (2.8).

Definimos S} = >1_; X;, n =1,2,.... A partir del Teorema 2.2.6, aplicado a {X}
podemos concluir que
Sy —ESY ..
———2 =30 cuando n — oo.
n

Ahora se mostrard que n !ES* — EX. Para todo n € N tenemos que

EXj:i/ X,dP = | XdP = E(XIg.).
[[Xn|<n] Eg
Como Ej, 1 €, se tiene que XIgc “% X cuando n — oo y usando el Teorema de Conver-
gencia Dominada de Lebesgue se concluye que EX* — EX.
Por el Teorema de Toeplitz se tiene que n™'ES! — EX.
Notemos ahora que {X,} v {X}} son equivalentes, por lo que

&_&ﬁg

n

— C.S.
Entonces n'X,, 25 FX cuando n — oo.
Supongamos que la sucesién {n~'S,} converge c.s. a un limite finito o. Como

<X% __Sh n—1 5%,1

n n n n—1’
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podemos concluir que % %% 0 cuando n — oo. Gracias al Lema de B-C tenemos que
>, P[|X| > €] < 0o para € > 0. En particular, >0°, P(F,) < oo y entonces E|X| <
0o. La conclusion sigue de la primera parte del Teorema

O

El siguiente Teorema es una variaciéon de la Ley Fuerte de los Grandes Numeros, la
cual no solo es elemental, en el sentido de que no utiliza la desigualdad de Kolmogérov,
sino que es mas aplicable porque solamente se requiere que las variables aleatorias sean
independientes por pares. Sin embargo, requiere que X; € Ly. Por otro lado, a diferencia
de las LFGN correspondientes a los Teoremas 2.2.2 y 2.2.6, solo requiere que exista el
primer momento, pero necesita que las v.a.’s tengan la misma distribucion.

Teorema 2.2.9 (Etemadi) Sea {X,} una sucesion de v.a. independientes por pares e
idénticamente distribuidas. Si S, = Y1 X; entonces tenemos

ElXi| <00 = nll_{goi =EX; cs.

Demostracion

Como E|X;| < co & EX;'y EX| son finitas y X; = X;" — X, parai=1,2,..., sin
pérdida de generalidad se puede asumir que X; > 0. Sea X v.a. con la misma distribucién
que Xj.

Sea Y; = Xilix,<;) y sea S, = >.2,Y;. Para e > 0 sea k, = [0"], @ > 1, donde
[x] representa a la funcién mayor entero menos o igual que x. Usando la desigualdad de
Chebyshev tenemos

e S, — ES;, > 1 VarS, >, Var$,,

ey L vy o3 BN

=1 ks io i1 ¢
= — | X%F

cizlzq/o ()
_ 2
-3y (Z/ X2dF (z )
< X2dF
= CZkJrl/ dF ()

00 k4l

(VAN
o
s T
_—
S
.
5
&

donde F(z) es la funcién de distribucién de X; y ¢ es una constante positiva.
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Ademads tenemos por el Lema de Toeplitz (Lema 2.2.4),

n E’S/
EX = lim / XdF(z) = lim EY, = lim ——ko
n—oo 0 n—oo n—oo n

Por el Lema de Borel-Cantelli y la Proposicién 1.3.2 o el Corolario 1.3.3 obtenemos
entonces

Sl
nlirgo b — BX c.s.

n

Adems3s

PV, #X) = S PX,>n=3 /:o dF (z)

NE

3
Il
_
3
Il
_
3
Il
_

00 itl
< Z/ 2dF(z) < EX, < co. (2.9)
i=1""

Por la Proposicion 2.2.7 se tiene que Y,, = X, ¢.s. en un ntimero finito de términos y

ademés
Sk,

n

=FX, cs.

n—oo

Como X; > 0, entonces 5,, es mondtona y por esta razon se puede concluir que

1 n . n
—FX; < liminfS— < lim sup S— <aFX; cs. Va>1.
o noon n n



Capitulo 3
MARTINGALAS

A principios del presente siglo, Bernstein y Lévy introdujeron el concepto de martingalas
en forma de sumas consecutivas de variables aleatorias y aportaron algunas generali-
zaciones de resultados que eran relacionados a limites de suma de variables aletorias
independientes.

El nombre de martingala apareci6 en la literatura de la probabilidad moderna en el
ano de 1939 y fué el tema sobre el cual el mateméatico Doob dié valiosos resultados durante
la década de los cuarentas y principios de los cincuentas.

La teoria de martingalas, como la misma teoria de probabilidad, tiene sus origenes en
la teoria de juegos (evidencia de ésto es que la idea de martingala expresa el concepto de
un juego justo), pero el trabajo del matematico J. L. Doob fué el que cambié totalmente
la direccién de la materia con su libro (1953) [5], el cual ha sido bésico para el estudio del
tema por casi tres décadas.

Los resultados de martingalas ahora representan una importante herramienta, con la
cual pueden generalizarse resultados que requieren de condiciones de independencia.

3.1 INTRODUCCION

Definicién 3.1 Sean {X,,},>1 una sucesion de v.a.’s y {Sp}tn>1 = {Sn} una familia de
o-dlgebras tal que 3, C S, C S, Vn < m (en este caso se dice que {S,,} filtracién de ),
para las cuales X; es S;-medible Vi € N'. Entonces { X, }nen, se denomina martingala,
siysolosi X; €Ly YieNy

X, = B[ XS] c.s. Yn <m.

La sucesion {X,} se llama supermartingala o submartingala si el signo =" es reem-
plazado por <’ o >, respectivamente.

Nota 3.2 Diremos que que una sucesion de v.a., { X, }, es martingala (sub o supermartin-
gala), sin mencionar las o-dlgebras {S,}, cuanto éstas sean la inducidas por las primeras
n variables aleatorias, es decir, cuando ¥, = o(X1,...,X,).

27
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Definicién 3.3 Diremos que la sucesion de v.a.’s {X,} es una sucesidn adaptada a la
filtracion {3} si X, es Sp-medible paran = 1,2,.... En este caso denotaremos a {X,}
como { Xy, S tn>1-

Proposicién 3.1.1 Si X,, € L1 Vn € N, la sucesidn de variables aleatorias {X,, 3.} es
una martingala, si y solo si X,, = E[X,41|Sn] Vn. Andlogamente, el resultado es cierto
para supermatingalas y submartingalas.

Demostracion

Si {X,,S8,} es una martingala entonces, es inmediato que ¥, C Sp41, X,y € L1 y
Xo = E[Xpo1|3).

Supongamos ahora que m > n. Entonces E[X,,|S,] = E[E[X0n|Sm-1]|Sn]|=E[Xm-1|Sn].
Inductivamente se obtiene que

O

Si X, es la ganancia en la jugada n—ésima, en una partida de juego, entonces .S,, =
> X, es la ganancia total después de n jugadas. La fortuna esperada, dada la informacién
de las ganancias anteriores, después de n 4 1 jugadas es de

E[Sn+1|51,...,5n] (: E[Sn+1|a(51,...,5n)]).

El juego es justo si E[S, 11|51, ...,S,] = S, (martingala), ya que la ganancia esperada en
el juego n + 1, dada la ganancia hasta la jugada n—ésima, es igual a

E[Sni1 — SulSt, ..., Sp] = S, — Sy = 0.

Por la misma observacidn, se tienen que el juego es favorable si {S,,o0(S1,...,5,)} es
submartingala y es desfavorable si es supermartingala.
Como la o— élgebra S, = o(51,952,...,.5,) representa la influencia del pasado al

tiempo n, intuitivamente <, debe tener la misma informacién que o (X7, Xo, ..., X)) .
Este resultado se demuestra en el Lema siguiente

Lema 3.1.2 O'(Xl,XQ, ~-~>Xn> = O'(Sl,SQ, 7Sn)

Demostracién

Como S; =X,y S, =", X, S1,52,53,...s0n o (X, X; + Xs....) -medibles,
0'(51,82,53, ) C O'(Xl,Xl —|—X2) .

Similarmente, X7, X7 + X, X; + X5 + X3 son o (51, Ss, S, ...)-medibles; por lo que
o (Xl,Xl + XQ) Co (Sl, 52,83, )
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O

Una propiedad importante que cumplen las X; (definidas como anteriormente) es que
son ortogonales, es decir, EX;X; =0 Vi# jsi S, € Ly VneN.

Teorema 3.1.3 Si {S,} es una martingala y S,, € Ly ¥Yn > 1, entonces la sucesion {X,}
de v.a.’s definidas como X1 = S1, X,, = S, — Sp_1, para n > 2, es una sucesion de v.a.
ortogonales.

Demostracién
Si 1<ky %j =0 (Sl, ...,Sj),

EX;X; = E[(S;—S;_1)(Sk — Sk_1)]
= E[E((S;— Sj-1)(Sk — Sk-1))S5]]
= E [(SJ — ijl)E[Sk - 51%1’%]“ ’

pero B[Sy — Sk_1|S5] = 5; — 5; = 0.

O

Noétese que {X,,, 3, } es martingala si y sélo si [, X,, = [4 X,,11dP paratoda A € S,
n=1,2,.... Esto se sigue a partir de la Proposicién 3.1.1 y de la definicién de esperanza
condicional. Similarmente, {X,,,,,} es submartingala si y sélo si

/ X, dP < / X,dP VAES,
A A
y es supermartingala si y sélo si

/XndP > / X,qdP VAES,.
A A

Nota 3.4 51 A =, tenemos que EX,, es constante en una martingala, creciente en una
submartingala y decreciente en una supermartingala.

Como ejemplo de martingala tenemos: sean Y € L; y {S,} una filtraciéon de
y X, = E[Y]S3;,], entonces {X,,,S,} es una martingala. Esta afirmacién se verifica

facilmente a partir de las propiedades de esperanza condicional

EXnn[Sn] = EIEY[Snn]|S0]
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Teorema 3.1.4 (Desigualdad de Jensen) Si g : I — R, donde I es un intervalo
abierto de R, g es convera y X es una v.a. tal que X(w) € I para w € (), entonces se
tiene que st EX < ooy p C S,

Elg(X)|p] = g(E[X]|p]) c.s..

En particular E[g(X)] > g(F[X].

Demostracién
Noétese que E[X|p|(w) € I cs. y que si existe a € R tal que X > a, entonces
E[X|p] > a c.s. porque

02/ E[X—a|p]dP:/ (X — a)dP >0
{BIX|pl<a) {BX|gl<a)

por definicién de esperanza condicional, lo cual implica que X = a en {E[X|p] < a}. Se
tiene entonces que P{E[X|p| < a} = 0.

Como ¢ es convexa, para toda y € I, existen dos sucesiones de reales, {a,} v {b,},
tales que ¢(y) = sup,,(a,y + b,). Entonces g(X) > a,X + b, para toda n.

Aplicando lo que se acaba de mostrar, tenemos que

Elg(X)lp] = anE[X|p] + by cs..
Si tomamos el supremo sobre n, tenemos la demostracion completa.

O

Gracias a la desigualdad de Jensen, podemos afirmar que si {X,,} es una submartin-
gala, también lo es {X T} y que si {X,,} es una martingala, entonces {|X,|"}, para r > 1,
es una submartingala.

Teorema 3.1.5 (de salto de Halmos) Sea {X,,,S,} una submartingala y sea

€1,€2,...
v.a.’s definidas como

L1 (X Xp) € By
Tl 0 si (X1,...Xy) € By,

donde Bk C B(Rn)) k= 1, 2, ... Sea Y1 = Xl Yy Yn:Xl -+ 61(X2 — Xl) + -+ Enfl(Xn —
Xn-1), paran > 2. Entonces {Y,,S,} es también una submartingala y EY, < EX,, para
toda n. Si {X,, 8.} es una martingala, entonces {Y,,,S,} también lo es y EY,, = EX,,.
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Si reemplazamos a X,, por S5,, la ganancia después de n jugadas, se tiene que, Y,
representa la ganancia después de n jugadas siguiendo una estrategia de juego. Después
de observar Si,...,S,_1 podemos escoger el jugar o no en el siguiente turno (¢, ; =
1,€,-1 = 0, respectivamente). En caso de que €,_1(S1,...,5,-1) = 1, la ganancia en la
jugada n es de S, — S,_1. Lo que el Teorema nos dice, es que no importa la estrategia
que se siga, el juego seguird siendo favorable (justo).

Demostracién

E[Yn-i-ll%n] = E[Yn + En(Xn-‘rl - Xn)|%”]

Entonces E[Y,,11]S,] es mayor a Y, cuando {X,,, 3, } es submartingala y es igual a Y},
cuando {X,,, S, } es martingala.

La segunda parte se demostrara por induccion sobre k.

Como Y; = X, entonces £X; = E£Y].

Supongamos F(X;—Y}) > 0 (e igual a cero, cuando {X,,, S, } es martingala), entonces

Xit1 = Yer1n = X1 — Y — (X1 — Xi)
= (1 —=e)(Xppr — Xi) + X = Yy

La esperanza de X, —Y}1 dado 3, esta determindada asi, por la siguiente expresion

EXpi1 = Yir1[Si] = (1 =€) E[Xppr — XS] + E[Sk + Yi][S
> E[Xy — Yi|Sk] = Xk — Vi (3.1)
Obtenemos entonces que
E[Xpi1 — Yi] > E(Xy —Y) > 0. (3.2)

Si {X,,, 35} es martingala, entonces se tene igualdad en (3.1) y en (3.2).
O

Teorema 3.1.6 (de cruce) Sea {Xj, Sk, k=1,...,n} una submartingala. Si a y b son
dos niumeros reales tales que a < b, definimos Uy, como el numero de veces que las v.a.’s
salen del intervalo (a,b).

Sea Ty = T\ (w) el primer entero en {1,2,...,n} tal que Xp, < a, Ty el primer entero
mayor que 17 tal que Xp, > b, Ts el primer entero mayor que Ty tal que Xp, < a, y
asi sucesiwamente definimos Tj, con j € N. Definimos a T; = oo si la condicion no se
satisface.
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Si N es la cantidad de T; que son finitas, definimos a Uy, como Uy = N/2 si N es par
Yy Usp = (N —1)/2 si N es impar, entonces

1
EU, < —E[(X,, —a)'].
v < Bl a)’]

Demostracion
Supongamos a = 0y que X; > 0 para todaien {1,...,n}. Definimos a T; como antes
y a € como
0 Sii<Ty
1 1 <i<T
€ = 0 Th<i< T3
1 T3 << Ty

Entonces
Xi+aXe—=X)+ o+ a(Xn—Xp) =X+ Xp, — Xy + Xy — Xy + -0

SiY,; =X1+ea(Xo— X))+ -+ €¢-1(X; — X;_1), j =1,...,n, entonces Y; la suma
de los incrementos desde que se es igual a cero hasta que se es igual o se rebasa b, mas
X, . Entonces

Yn 2 b- Uab~

Como ¢; puede ser expresado en términos de Xy, ..., X, {Y;, S,k =1,...,n} es una
submartingala (por el Teorema 3.1.5) y EY, < EX,,. Se tiene asi que
1 1
EU, < -FEY, < -EX,.

b b
En general, {(X —a)", 3%,k =1,...,n} es una submartingala y el nimero de veces
que { Xy, Sg, k= 1,...,n} sale de (a,b) es el mismo de que veces que {(X —a)™, Sy, k =

1,...,n} sale de (0,b — a).

A continuacién se presenta un Teorema de convergencia de martingalas.

Teorema 3.1.7 Sea {X,,} es una martingala, si
lim B|X,| = K < oo,
entonces lim,, o, X, = X eziste c.s. y E|Xo| < K.

Nota 3.5 Siempre podemos hablar del lim E|X,,| (aunque sea a infinito) ya que { E|X,|}
es una sucesion creciente (Por Nota 3.4 y Desigualdad de Jensen,).
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Demostracién
El subconjuto A, de 2 donde {X,} no converge es

{lim sup X, (w)—lim inf X, (w) # 0} = Uy, ryeoflimsup Xy, (w) > 7y > 7y > lim inf X, (w) }.

Si Ay, = {limsup, X,, > ro > r > liminf, X,,} para r,70 € Qy Upypyp es el
nimero de veces que las v.a. X, ..., X, salen del intervalo [ry,rs], entonces U,,,, , — 00
cuando n — oo, en A,, ,,. Por otro lado, el Teorema 3.1.6 nos dice

1 1
EUrl’rz,n S E[(Xn - T1)+] S

o —7 o —7

Estas dos afirmaciones, junto con el hecho de que K < oo, senalan que P(4,, ,,) = 0.
Entonces lim sup,, X,, = liminf, X,, c.s., es decir que el lim,,_,,, X, existe (finito o infinito)
con probabilidad 1.

Por el Lema de Fatou,

E|X| < JHEOE‘XH‘ =K,

donde lim,, ., X, = X,. Entonces X, es integrable y finito c.s..

O

Como caso particular, podemos observar que si las v.a. son no negativas o no positivas,
entonces
F|X,| = EX,, = constante

E|X,| = —EX, = constante,

respectivamente y para toda n.

3.2 TIEMPO DE PARO Y TEOREMA DE PARO
OPCIONAL

Sea {S,, 35} una martingala. Si nuevamente consideramos a .S,, como el capital total de
un jugador después de n jugadas y el jugador puede decidir dejar la partida después de
la T-ésima jugada, queremos conocer lo que se puede decir de S,, que es el capital final.

Notese que 7 debe ser una v.a. con la propiedad de que dados Si,...,.5,, se puede
tomar la desicion de seguir o no jugando.

Definicién 3.6 Sea {3, }n>1 una filtracion de §. Decimos que T es un tiempo de paro
para {S,} st es un mapeo T QQ — {0,1,...,00} tal que {T < n} €S, para cadan € N.
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Como {7 =n} ={r <n} —{r<n-1} y {7 <n} =Ug{r = k}, la definicién es
equivalente al requerimiento de que {r =n} € ,, paran =0,1,....

Si {S,} es una sucesién de v.a.’s, un tiempo de paro para {S,},>1 es el tiempo de paro
relativo a {o(Sp, S1, ..., Sn) tn>o-

Uno de los ejemplos mas importantes de tiempo de paro es the hitting time o tiempo
de llegada a un conjunto B.

Sea { X, } es una sucesién de v.a.’s y B € B(R), definimos 7(w) = min{n € N|X,(w) €
B} si X, (w) € B para algin n, 7(w) = oo si X,,(w) nunca llega a B. 7 definida asi, es un
tiempo de paro para {X,},>1, ya que

{r <n} = Up<, {Xs € B} € (X, k < n).

Si {S,} es una sucesién de v.a.’s, donde S, representa la fortuna del jugador después
de la n-ésima jugada, 7 es un tiempo de paro para {S,},>1 y

Silw)  sij<7(w)

Srw (W), sij>7(w), (3.3)

5= {
entonces S7(w) representa la jugada con la estrategia de salida o tiempo de paro 7.
La trasformacion (3.3) se denomina como la transformacion bajo el Sistema de Paro
Opcional.
Lo que el siguiente Teorema nos dice, es que no importa la estrategia de salida que se
siga, el juego permanaecera siendo favorable o justo es que asi era en un principio.
El Teorema se enunciard, fuera del contexto de juegos, para {X,, S, } martingala.

Teorema 3.2.1 (Paro Opcional) Supongamos que la submartingala (martingala) { X, }
se trasfoma segin (3.3), es decir, sea T un tiempo de paro para {X,}n>1 v

_ ) Xjw)  sig<7(w)
Yi(w) = { Xrw(Ww), sij>rT1(w). (3-4)
Entonces {Y,} es también una submartingala (martingala) y
EX, <FEY,<FEX, (EX,=EY,) paran>1.

Demostracion
Como Y, es igual, por partes, a Xq,..., X, entonces

ElY,| <Y E|X;| < .
1

Supongamos que {X,} es una submartingala (martingala). Se tiene que demostrar
que

2

memaﬁnw (3.5)
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para todo F' € a(Y7,...,Y,).
Como Y; = Yy () si j > 7(w), entonces

/ Y, 1dP = Y, dP.
F{r(w)<n} F{r(w)<n}

Ahora notemos que Yi,...,Y, son v.a.’s definidas en términos de Xi,...,X,, por
lo que F' € o(Xy,...,X,). Entonces FFN {7(w) < n} € o(Xy,...,X,). Utilizando la
propiedad de submartingala (martingala) de {X,} obtenemos

>
/ Xpi1dP (=) / X,dP.
Fn{r(w)>n} Fo{r(w)>n}

A partir de que X1 = Y,11 y X,, =Y, en {7(w) > n}, se tiene, conjuntando ambos
resultados, que (3.5) se cumple.

Procederemos ahora con la demostracién de la segunda parte.

Supongamos que {X,} es submartingala (martingala). Como {Y,,} es submartingala
(martingala) y X; = Y}, entonces

A

EX, = EY, (=) EY,  paratodan>1.

Adema4s

n—1
EY, — / X,dP + / X.dP
{r(w)>n} jzl {rw=}

EX,.

IN

Definicién 3.7 Definimos a la o-dlgebra S, como
S, ={ELeSQIEN[T=k] €y, 1 <k < o0}

S, se denomina como la o-dlgebra parada en T o la o-dlgebra de eventos hasta el tiempo
aleatorio T.

Para tener una idea de lo que significa 3, consideremos el siguiente caso. Si7(w) < 00
para todaw y &, = o(Xy,...,X,), entonces Ig(w) = Ig(w') para cualquier F en 3, siy
sélo si X;(w) = X;(w') para i < 7(w) = 7(w’). Es decir, la informacién en <, consiste de
los valores 7(w), Xi(w), ..., Srw)(w).

Proposicién 3.2.2 Si {X,} es una sucesion adaptada a {3}, a € R y 7 es un tiempo
de paro con respecto a la misma filtracion, entonces la v.a. Xpin{rw),a) = Xrra €5 S7
medible.
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Demostracién Basta ver que para cualquier real ¢, {X, 1, < ¢} € S,. Por demostrar
que
{Xepa <ctnN{r=n} e, Vn

Sia<n
{Xona <c}n{r=n}={X, <c}n{r=n}esg,,
ysia>n
{Xona <} {r=n} ={X, <c}Nn{r=n}eS,.
Entonces

{Xona <c}n{r=n}es, Vn

O

A continuacion se generalizard el concepto de Paro Opcional al de Muestreo Opcional.

Nota 3.8 Fl resultado de Muestreo Opcional que se enuncia en el Teorema 3.2.3, también
se conoce como el Teorema de Paro Opcional de Doob.

El Muestreo Opcional transforma el proceso {X,, 3} al proceso {Y,,} de la manera
siguiente. Sea 71, Ty, ... una sucesion finita o infinita de tiempos de paro, con la propiedad
de que

1< <p<--- <0 cs, (3.6)

entonces definimos Y, (w) = X, () (w), n > 1.
En particular, si consideramos &, = 0(X1,...,X,,) y 7(w) tiempo de paro finito que
determina la transformacién de Paro Opcional, y si definimos a 7;(w) como

7;(w) = min[7(w), j] = 7 A J,

entonces las 7;’s satisfacen la condiciéon impuesta de Muestreo Opcional y el Muestreo
Opcional determinado por las 7;’s es el mismo que determina 7 con Paro Opcional.

Teorema 3.2.3 (Doob) Sea {X,, S} es una submartingala (martingala) que es trans-
formada al proceso {Y,} por Muestreo Opcional. Si se cumplen las siguientes condiciones:

(a) E|Y,| < oo
(b) limkinf | X, |dP =0,
k

Tn>

para toda n, entonces {Y,, 3., } es una submartingala (martingala) y

\%

EY, (=) EX; n>1
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Demostracién
Si A € G, entonces

AN {1 <k} = (UL [AN {7 = i}]) N {7y < K},

Pero AN{r, =i} € &, C Sy parai=1,...,ky {141 <k} € Sy, porloque A € ¥, .
Es decir, S5, C S5, -
Si A €S, se tiene que demostrar que

/A YoudP (2) /A Y,dP  Vn. (3.7)

Como A = U;[ANA{r, = j}|, es suficiente demostrar (3.7) para D; = AN{r, = j}, el
cual pertenece a ;.
Sik>jyT, =] setiene que 7,,1 > j. Entonces

k
YidP =Y | Y, 1dP Yo 1dP,
RS Y SN L g AN
por lo que
k
| Yaonar=3% [ X,dP + XydP
Dj Z_] Djﬂ{T7L+1:’L'} Djm{Tn+1>k}
- (Xi — Yoy1)dP. (3.8)

D‘jﬂ{TnJﬁl >k}

Combinando el i = k término en (3.8) con la [ X;dP, obtenemos

/ XydP + X = XydP
Djﬂ{7n+1:k:} Djﬂ{7n+1>k} Djﬂ{Tn+1Zk}

>
= | Xy_1dP,
Djﬁ{Tn+1 Zk}

pues se cumple que {7,471 >k} = {11 <k—-1}°€ Q41 vy D; € 3; C Fy_1. Por otro
lado,

/ XyadP = X 1P,
Djn{mnt1>k} DN {ry41>k—1}

el cual puede combinarse con el termino ¢ = k — 1 de (3.8) para obtener

/ X,_sdP.
Din{mnt1>k—2}

Si se continua de forma inductiva, se obtiene

/ Yi1dP > X,dP — (Xp — Yips1)dP.
Dj

Djﬁ{Tn+1Zj} Djﬂ{’?’n+1>k}
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Ahora, por hipétesis tenemos que [p oo\ sy XedP — 0 cuando k — oo a través
de una subsucesion apropiada, y [p -, sk} Yer1dP — 0 cuando k — oo, esto ultimo
como consecuencia de que {7,411 > k:} | 0. Finalmente, D; N {7,411 > j} = D, porque
D; c {r, =j} y como X; =Y, en D;, entonces

/ Yy dP (= / Y, dP.

La segunda parte es consecuencia de que £X; = EY; y de que Y,, es submartingala
(martingala).

O

Proposicién 3.2.4 Sean {X,} una submartingala (martingala), {1,} una sucesién cre-
ciente de tiempos de paro finitos c.s., entonces las condiciones (a) y (b) del Teorema
anterior, se cumplen si

(1) cada T, es acotado c.s.
(i) B(sup|Xa) < oo

Nota 3.9 La condicion (i) siempre se satisface por el Paro Opcional y (ii) se cumple si
{X,} es uniformemente acotada.

Demostracién
Se demostrard que (i) = (a) y (b) del Teorema 3.2.3.
Supongamos que 7, < k, c.s. para k, € N, entonces

/|X7n\dP Z/ Xi|dP < 3 B|X| < o,

j<kn {rn=i} i<kn

por lo que E|X,| < oo. Por otra parte, se tiene que {7, > k} | 0 cuando k — oo,
cumpliendose (b).

Ahora se demostrara que (i7) = (a) y (b).

Si Z = sup,, |X,| se cumple que [, | X, |dP < EZ < oo , probando (a). Por otro lado,

/ | Xi|dP < / ZdP — 0 cuando k — oo
{r>k} {mn>k}



Capitulo 4

EXTENSIONES DEL LEMA DE
BOREL-CANTELLI Y LA LEY
FUERTE DE LOS GRANDES
NUMEROS

Como mencionamos en el Capitulo anterior, la teoria de martingalas ha permitido gener-
alizar una gran variedad de resultados que requerian de independencia entre las variables
aleatorias, y algunos de los primeros Teoremas generalizados fueron el Lema de Borel-
Cantelli y la Ley Fuerte de los Grandes Numeros. En éste Capitulo estudiamos algunas
de sus extensiones que se derivan de las propiedades de martingalas.

En la primera Seccién se estudia el Lema de Borel-Cantelli de Lévy y un par de
resultados que se pueden obtener directamente de éste. En la segunda Seccién tratamos
la Ley Fuerte de los Grandes Ntumeros de Lévy y de Chow para compararlas después con
el resultado que se encuentra en la Seccion tercera y el cual conjunta el Lema de B-C y
la Ley Fuerte de Grandes Numeros de Lévy.

4.1 LEMA DE BOREL-CANTELLI DE LEVY

En el Ejemplo 2.3 se verifica que la parte divergente del Lema de B-C puede no ser cierta si
los eventos no son independientes, pero las extensiones del Capitulo 2 dan pie a pensar que
basta con un grado de independencia adicional para que la conclusion sea cierta cuando
los eventos no son independientes.

Definicién 4.1 Definimos al supremo esencial de la v.a. |X| como
sup®| X| = inf{M > 0|P(]X| > M) = 0}.
El Teorema siguiente es clave para la demostracion de la Forma Condicional del Lema

de B-C y la Ley de los Grandes Numeros de Lévy.

39
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Teorema 4.1.1 Si {X,} es martingala y

E{sup(X,11 — Xp)} <o  (Xo=0), (4.1)

n>0

entonces lim,, .., X,, existe y es finito para casi toda w € 0 en [limsup,, X, (w) < 0o].

Demostracion
Supongamos que la condicién (4.1) se satisface. Sea N un nimero positivo y sea

7n(w) =min{j € N : X;(w) > N}

y 7n(w) = oo si no existe n € A tal que X,,(w) > N. Definimos X¥) como

n

Xn(w) sin < 7y(w)
(N) — Y N 9
X (w) { Xy (@), sin (o),
(XM(W) = X, an(w)) y sea m(w) = Sup;, =g (Xpni1(w) — X, (w)) . La condicién 7y (w) = k

es una condicion sobre Xy, Xo, ..., Xg, ¥ {XT(LN )} es el proceso modificado obteniendo de
{X,} a partir de 7y . De acuerdo con el Teorema 3.2.1, {XT(LN)} es una martingala. Més

aun XT(LN) < N 4+ m c.s. para toda n, por lo que XﬁLN) € L, Vn € N. Por el Teorema
3.1.7, el limite lim,,_., XV existe y es finito c.s..

Como XM (w) = X, (w) si sup, X;(w) < N, entonces el lim, .., X,(w) existe y es
finito para casi toda w tal que sup,, X, (w) < N , esto es, tal que limsup,, X, (w) < oc.

O

Corolario 4.1.2 Sea Y1,Y,,... una sucesion de v.a. unifomemente acotadas y sea p; =
EY;|Y1,...,Y;_1]. Entonces la serie >.3°Y; < 0o (= 00) c.s. en el conjunto de w € )
donde Y23° p;(w) converge (diverge).

Demostracién
Sea M € N tal que |V;| < M Vi e N. Si X,, = >1(Y; — pj), el proceso {X,,} es una
martingala. Por otro lado

pz:E[KD/l??}/Z*l] 2 E[_M|}/'177}/:L71] =-M

pl:E[YZ|}/1)7}/;—1] SM

entonces |Y; — p;| < 2M Vi € N.
Como
E(sgpg | X1 — Xo|) = E(Slilg Y1 — Png1]) < 00,
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se puede aplicar el Teorema anterior a los procesos { X, } y {—X,, }. Entonces lim,,_,, X, (w)
existe c.s. y es finito donde

limsup X, (w) < oo o liminf X, (w) > —oc.

Por lo tanto,
P{lim X, = oo} = P{lim X,, = —oc0} =0.

Es asi como se concluye que las series deben converger y diverger juntas con probabi-
lidad 1. Es decir, que la medida del conjunto donde > Y; < ooy > p; diverge o >°Y; = o0
y > p; converge, es cero.

O

El siguiente resultado se conoce como la forma condicional del Lema de Borel-Cantelli
de Lévy y se sigue del Corolario anterior, definiendo a Y,,(w) = Ig, para toda n > 1.

Corolario 4.1.3 (Lévy) Si{E,} es una sucesion de eventos, entonces P(limsup E,,) =
0(=1) si

> P(E,|Sn-1) < 0o(=00)  c.s.

n>1
Considerando 3, = o(Ey, ..., Ey).

La conclusion del Corolario se sigue a partir de que limsup,, F,, = {w : 3 I, (w) = oo},

El resultado de Lévy reduce las condiciones de independencia de los eventos a la con-
vergencia de la serie de probabilidades condicionales. Ademas refina la parte convergente
del Lema de B-C porque Y- P(E,) < oo implica Y- P(E,|S,-1) < oo c.s. (esto se deduce
a partir de que 3 fo P(En[Su1) = X P(Ea) ¥ [ 5 P(EnlSur) = X ] P(Ea|S01) por el
Teorema de Convergencia Mondtona). Notemos que si los eventos son independientes, su
resultado se reduce al Lema de B-C original.

Definicién 4.2 Sea {E,} una sucesion de eventos. Definimos ¢1 =0 y

¢n = sup |P(E,|F)— P(E,)| paran > 2,

Fe%nfl
donde 3, = o(E1, Ea, ..., Ey,).

La funcién ¢, nos dice que tan diferente es P(FE,) de la probabilidad dada la infor-
macién de los eventos anteriores. Cuando los eventos {F,} son independientes, se tiene
que

¢n = sup |P(E,|F)— P(E,)|=0.
FESy_1
Por otro lado, es facil de verificar que 0 < ¢,, < 1.

Antes de enunciar el resultado obtenido por Iosifescu y Theodorescu (Teorema 4.1.5),

se demostrara el siguiente Lema.
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Lema 4.1.4 Para toda F € 3,_1 tenemos que

|P(En N F) = P(En)P(F)| < ¢nP(F)

Demostracién

Teorema 4.1.5 Supongamos que >0, ¢, < 00 y que > P(E,) = oo entonces

P(limsup E,,) = 1.

El Teorema anterior es un refinamiento de la parte divergente del Lema de B-C y a
diferencia del resultado de Lévy, nos pide la misma condicién que el Lema de Borel-Cantelli
original mas otra que mide el grado de dependencia entre las variables. Si E,, se vuelve
cada vez mas independiente de los eventos anteriores, lo suficientemente rapido para que
la serie de ¢,,’s converja, y a su vez la serie de sus probabilidades diverge, entonces se
cumple el resultado de Borel-Cantelli.

Si los eventos { £, } son independientes, el resultado se reduce al original de B-C.

El Teorema 4.1.5 es un caso particular del Lema de B-C de Lévy, ya que si >.7° P(E,) =
00y >1° ¢ < 00, entonces se tiene que > 7° P(E,|S,_1) = oo porque Y.° |P(E,|S,-1) —
P(E,)| < YX{°¢, < oo c.s.. Una demostracién alternativa que no utiliza el Corolario
4.1.3, es la siguiente y se encuentra en [10] paginas 1y 2.

Demostracion
Supongamos que P(limsup,, E,) < 1, entonces existe m € N tal que
Entonces Vn > m tenemos que

P(UL, E;) = P(Ey,) +P(E,NEpy)+--+PE, NE,  N---NE,_ NE,).

Haciendo uso del Lema 4.1.4 tenemos

P(U?:mEi) > P(Em) + P(Ercn)[P(Em—i-l - Cbm)] +o
co+ P(ES N N ES_)[P(E,) — ¢
> P((U, E;)°) i P(E;) — ni i,

donde P((U, E;)¢) > 0. Tomando n — oo tenemos una contradiccién, por lo que
P(limsup,, E,) = 1.
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O

Otro resultado, el cual requiere una condicién adicional para que dada la divergencia
de Y- P(E,), se tenga P(limsup,, E,) = 1, es el Teorema 4.1.6; enunciado por Serfling en el
ano de 1975, generaliza el resultado del Teorema 4.1.5, puesto que si }-;~; ¢; < 00, se tiene
que ¥,>1 Elp, — P(E,)| < oo, debido a que |p, — P(E,)| < ¢, c.s.. Una demostracién
alternativa se expone en [13] paginas 728-730.

Teorema 4.1.6 Para una sucesion de eventos {E,} arbitraria tal que

> Elp, — P(E,)| < o (4.2)
n=1
y >5° P(E,) = oo entonces P(limsup,, E,) = 1, donde py = P(E1) y p, = P(E,|S0-1)
para n > 2.

La prueba del Teorema 4.1.6 que se encuentra en [13] se realiza a través de algunas
propiedades y resultados de la funcién distancia entre variables aleatorias (d(X,Y) =
supp |P(X € F) — P(Y € F')|) aplicada a la serie de variables aleatorias {X,,} (= {IEg,})
y la serie de variables aleatorias {Y,,} (Y; ~ Bernoulli(P(E;)) i = 1,2,...) independientes.

Demostracion
Por el Teorema de Convergencia Mondtona se tiene

00> 3 Elpu = PB) = 3 [Inn = PP

n=1

=[S ln - PEar

- |

Entonces |>7"(p, — P(E,))| < oo c.s. para todam > 1. Como Y>> P(FE,) = 0o, entonces
> DPn = O0.
Por el Lema de B-C de Lévy (Corolario 4.1.3), concluimos que P(limsup,, F,) =1

m

S (pn — P(En))’ P,

n=1

O

4.2 LEY FUERTE DE GRANDES NUMEROS DE
LEVY Y CHOW

Como se ha mencionado en la seccién 2 del Capitulo 2, la Ley de los Grandes Numeros
se refiere a la convergencia casi segura de la serie {3 X;}, pero el término utilizado de se
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refiere, no solo se limita a darnos condiciones suficientes sobre {X;} para que

S, — ES,

n

0 ecs.,
sino que podemos considerar el caso mas general de dar condiciones suficientes sobre las
sucesiones de v.a.’s {X;} y {W;} para que
n
2 X =W
S H

n

0 c.s.

(Teorema 4.2.1), o atin més, podemos considerar el proporcionar condiciones suficientes

sobre las sucesiones de v.a.’s {X;}, {W;} y {Y;} para que se cumpla que
"X - W
Z:I}/,n — 0 C.S.

(Teorema 4.2.7).

Teorema 4.2.1 (Ley Fuerte de los Grandes Nimeros de Lévy) Sea {X,} una su-
cesion de v.a.’s uniformemente acotadas. Definamos py = P(X; =1) y

bi = E[Xi|X17 cee aXi—l]

para i > 2. Entonces
n

Jim. n ' (Xi—p;) =0

i=1
c.s. donde Yy p; converge.

Demostracién
Si >°7° pi < o0, por el Corolario 4.1.2, se tiene que >3 X; < co. Entonces

JLIQO nt Z(Xz —p;) =0 c.s donde Zpi converge.

O

Algunos resultados importantes se enunciaran antes de formular la Ley Fuerte de
Grandes Numeros de Chow.

Teorema 4.2.2 Sean {X,,,S,} una submartingala tal que E(X| ) < 00; {Zy, Sp—1,n >
2} y {Y,,Sn,n > 2} dos sucesiones estocdsticas tal que Y, toma valores finitos en los
reales para cada n.

Sea Z1 =Y, =0y X, < Z,+Y, paran > 2.

Para b > 0, sea t(w) el primer indice para el cual Y, (w) > b y

B[Yiljeng) < o0 (4.3)

Entonces X,, converge c.s. donde sup,, Z, < oo y sup,, ¥, < b
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Demostracién
Para cualquier a > 0 fijo, sea t/(w) el primer indice para el cual Z,(w) > a y sea

Tp(w) = min(' (w) — 1, t(w), n).

Entonces 7,(w) es una sucesién acotada de tiempos de paro tal que 7,, < 7,,41. Por la
Proposicién 3.2.4, tenemos que X, es una submartingala. Como E(X; ) < oo, se tienen
E(X, ) <ooVn (Nota3.d)y

n

B(X7 ) < B(ZL)+Y_ E(Y; Iy

— T
Jj=1

< a+ Y B (Ipoazjmy + Tp-1=j<r)) +
j=1
+EY, - 15n<q)

< atb+ Y B fpoizjm) < at bt BV, Tjco))-

Jj=1

Por estos dos resultados, se tiene F(| X, |) < oo y por el Teorema 3.1.7, X, converge
c.s.. Entonces X, converge c.s. donde t = t' = oo, es decir, c.s. donde sup,, Z, < a'y
sup,, Y, < b. Como a es arbitrario, se tiene el fin de la prueba.

Corolario 4.2.3 La condicion (4.3) del Teorema anterior puede ser reemplazada por

E(sup(Y,11 —Y,")) < o0 (4.4)

n>1

Demostracion
Sea t como antes, entonces t > 2y (4.4) implica que

EViljco) < Elsup(Yoir — Y0 + B[V Tiog]
<

Q.

O

Corolario 4.2.4 Sea {X,, S, } una submartingala y sea {Y,,, 3, } una sucesion estocdstica
tal que E|Y,| < oo, E[sup(Y,.1 —Y, )] < oo y X, <Y,, entonces X,, converge c.s. donde

n

sup i(E[YnHBn] -Y,) <o (4.5)

supY, < oo (4.6)
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Demostracién
Sea Zy, = Y0 (E[Yn|Sn-1] — Y,). Entonces {Z,, S, n > 2} es una martingala y

n=3

< Y+ ) (EYalSna] = Yaou) + B[Y2[S]
n=3
— Yo U,

Entonces U, es $,,_1-medible, m > 2. Por el Corolario 4.2.3 se tiene que Z,, converge
c.s. donde sup,;s, Y, < 00 ¥y sup,;s, U, < 0o. Como Z, + X,, es una submartingala y
Zo+ X, < Z,+Y, < Un, Z, + X, converge c.s. donde sup, U, < oco. Entonces X,
converge c.s. donde (4.5) y (4.6) se cumplen.

Corolario 4.2.5 Sea {X,,,,,} una submartingala y p > 1.
(a) Si E(X,F)? < oo, entonces X,, converge c.s. donde

o

> (E[(X:)p|%n—1] - (Xf:_l)p> < 0

n=2

(b) Si E|X,|P < oo, entonces X,, convege c.s. donde

2 (ElIXalP S0 = [Xoa]") < o0

n=2
Demostracién

Como X, < XF < (X[ )P+1y X, <|X,| <|X,”+ 1, la demostracién se sigue
inmediatamente del Corolario anterior.

O

Teorema 4.2.6 Sea {X,,} una sucesion de v.a.’s adaptadas a la filtracion {3, }, tal que
pn = E[X,|Sn-1] < 00 c.s. para toda n. Ademds, sea A el conjunto donde

Z E |:|Xn - pn|2][\Xn—pn|§an] + |Xn _pn|l[|Xn—pn\>an] %n—1:| < 00,
n=2

para algunas constantes a, > ¢ > 0. Entonces S = Y1(X; — p;) converge c.s. en A.
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Demostracién
Sin pérdida de generalidad, supongamos que p,, = 0 para todan. Sea X, = X, I|x,|<a,]-
Por la propiedad de martingala, se tiene

EIX (Sl = [ EXoTx,50|Sn-1]| < B Xl T, 5000 Sno1),

c.s.. Entonces

Y IE[X] S 1] < oo cs.en A. (4.7)
n=2
Como
Y P(X) # XalSno1) = Y P(IX0| > an|Sno1)
n=2 n=2
1 o0
< 2 2L EllXal i san[Sn-]
n=2
< 00 c.s. en A.

Por el Corolario 4.2.5, se tiene >°5° [|x,2x/) <00 c.s. en Ay
P(AN (limsup[X,, # X/])) = 0. (4.8)

Si definimos a E[X[|So] =0y a Y, = > (X! — F[X]|S;_1]), entonces {Y,,, 3, } es
una martingala y

B ISna] =Y, = E[(X))*

n |%n—1] - EQ[Xn|%n—1]
E[(X,,)%|Sn-

S n 1] S E[Xﬁl[anlganH%nfl]
Se tiene asi que
Z(E[Yvﬂgn—l] Y% ,) < oo c.s. en A.
n=2

Por (b) del Corolario 4.2.5, obtenemos que Y,, converge c.s. en A y por (4.7) y (4.8)
se concluye que S converge c.s. en A.
O

Teorema 4.2.7 (Ley Fuerte de los Grandes Numeros de Chow) Sea {X,, S} una
sucesion de v.a.’s tal que p, = E[X,|S,-1] < 00. Si{Y,} es una sucesion de v.a.’s posi-
tivas adaptada a la filtracion {S,_1} que cumple con:

E[(X, —p,)Y, ' <oo  para todan > 2.

Si ademds, q € [1,2], entonces lim,,_,o S’ /Y, = >7(X; —p;)/Yn =0 c.s. donde

S E[IX, = pallSu]V T <00 Y, — o0, (4.9)
n=2
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Demostracion
SeaV,, = X,,—pn/ Yy y U, = Vo+---+V,,. Entonces {U,, S,,,n > 2} es una martingala.
Del Teorema 4.2.6 se obtiene que U,, converge c.s. donde (4.9) se cumple, si ¢q € [1,2].

4.3 REFINAMIENTO DEL LEMA DE B-C Y LA
LFGN

En esta seccién consideraremos a {X;} una sucesion de v.a. que toman valores 0 y 1,
adaptada a una filtracién {3, } y p1 = P[X; = 1] y p, = P[X,, = 1|S,—1], paran > 2.

Teorema 4.3.1 x x
R, = 1 L e L < 0
P11+ + D

y L =1 c.s. donde Y 72, p; es infinita

Este Teorema unifica la forma condicional del Lema de B-C y la Ley Fuerte de los
Grandes Numeros de Lévy, ya que Y X; = oo ¢.s. donde >p; = 0oy > X; < 00 c.s.
donde > p; < 0o, y por otra parte,

n

lim n™' > (X; —p;) =0

n—o00 .
=1

c.s. donde Y p; < oo. Ademas, también se encuentra relacionado con el Teorema 4.2.7,
en el sentido de que si solo consideramos el conjunto donde > 7° p; diverge, entonces este
Teorema es un caso particular del de Chow. Para verificar esto tltimo, solo basta definir
a

Xn_ n Xn
1P 1 Pi

Por el Teorema 4.2.7, se tiene que

entonces

S (X — i) .
Tfpz‘

c.s. donde
n

ZEHXn _an%n—l](Zpi)_l <oy Zpi T .
1 1

1
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Pero

n

ilo:EHXn_an%nl](Zpi)l = ilo: l ; p”||<\ 1
>

1 ()
|gn—1]

H 1 Di

Para realizar la demostracion del Teorema 4.3.1, requerimos de hacer algunas defini-
ciones y obtener algunos resultados.
Consideraremos a {Y,/, ¥, } una sucesion estocéstica tal que

<OO.

P, = EY,[Su] <oo  cs.

V= E[(Y) —p)?Sn_1] <o cs.
Definimos Y,, = Y] — p/, paran > 1.

Teorema 4.3.2 Sia y b son dos niumeros positivos, entonces la probabilidad de que para
algunan, Y1+ -+ Y, >a(Vi +---+V,) + b, es menor que 1/1 + ab.

Corolario 4.3.3 Sia y b son dos numeros positivos entonces la probabilidad de que para
alguna n, |Y1 4+ -+ Y, > a(Vi+---+V,) + b, es menor que 2/1 + ab.

La demostracion del Corolario es inmediata del Lema anterior.

Lema 4.3.4 Si D ={w € Q:>°V, = oo} entonces

Yi+---+Y,
Iim——=0 c¢s. enD
Vit t+Vy
Demostracion
Sea

D(a,b) ={weQ: Y1+ - +Y,|<aVi+---+V,)+b Vne N}
Notemos que

i+ +Y, | <aVi+---4+V,)+0b VnGN}:

Yi+-- 4V b
= <a+———— Vne
{v1+~-+vn oy eV
Yi+ -+ Y, b
= <a+———— VneN 4.10
b%+m+%|a VidotV, 410)
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de donde se concluye que
Yl cee 4 Yn

< 411
T <a (4.11)

lim sup

en DN D(a,b)

Si b es creciente a oo (tomando valores enteros), aplicando el Corolario 4.3.3 se prueba
que (4.11) se cumple c.s. en D.

Finalmente si a es decreciente a 0 (tomando reciprocos de enteros positivos), se con-
cluye que (4.11) es cierto para a = 0 c.s. en D. Entonces

i inf u = limsn it-+Ya
Vi+ pV1+
por lo tanto
Yi+---+Y,
lIlm—— =0 cs.enD
{/1+...+Vn

O

Lema 4.3.5 El limite de (Y1 + --- +Y,) cuando n — oo, eziste y es finito c.s. en
G={we: >V, < oo}

Demostraciéon
Sea Dy(a,b) = [|Yis1 + -+ Yien| < a(Visr + -+ + Vin) + b Vn]. El Corolario 4.3.3
implica que la probabilidad de Dy(a,b) > 1 —2/1 + ab.
Sea Gg(c) el conjunto donde Vi1 + -+ + Vi < ¢ Vn. Para cada nimero positivo ¢
se tiene que
lim P[G — Gg(c)] =0 en Gi(c) N Di(a,b),

k—oo

Yigr + -+ Y| <ac+b  Vn

Para completar la prueba se demostrara que Ve > 0 existe un conjunto medible C'(€)
de G con las siguientes propiedades:

(1) Yi,Y1+4Y =2 Y1 + Y, +Y3,... es una sucesion de Cauchy en C(e).

(1)) P[G—Cle)] <e

Sean 0 < b; — 0y a; >0 tal que >2°, 1/1 4+ a;b; < €/4.

Escogemos ¢; > 0 tal que a;c; — 0, k; lo suficientemente grande para que

€

ZPG Gk Cz)] -
i—1

N}

entonces

Cle) = NZ1[Gri(ci) N Dr,(ai, bi)]
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Demostracién del Teorema 4.3.1
Por el Lema 4.3.4 tenemos que

X, — (X
lim =Pt (e = pn) e (4.12)
n= pi(L—p1) + -+ pu(l —pn)

X, — e (X, —
lip =Pt (K = p0) e (4.13)

donde 322, p;(1 — p;) = oo. Mds atin
Tim (X, — p) (4.14)
i=1
existe y es finito casi seguramente donde
ipj(l —pj) < 00,
j=1

por el Lema 4.3.5.
Entonces (4.13) se cumple en [>23°p; = oo|. Finalmente, >.7°p; < oo implica que
Y pi(1—pj) <oo; de (4.14) 35° X; < oo casi seguramente en Y 3°p; < 00
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