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٣

قدرداني

ا لازمميدر خود بر جا تماميدانين از ايافراديم انجام در رايکه پروژهما يارين

آقا جناب ارجمند، استاد خصوصاز ويدکترقدسينمودند،به کهمصطفینوریيآقا،

ا انجام تماممراحل راهنمايدر پروژهبا رايدريبيهايين خودما تشکرياريغ کردند،

ميينما



٤

دهيچک

اخ چندسال ايدر رويتسريبرا١يرمحاسباتشبکه انجاممحاسباتبر ازييع کمجموعه
گسترشيکامپ استيوترها بزرگتريکيافته دغدغهياز ايها٢ن در زميموجود دستين بهيابينه
اجراييکارا رو٤دهيچيوپ٣اسبزرگيدرمقيمحاسباتبا اعتماديغينهايماشيبر رداست٥رقابل
انجاميککامپيکهينمونههنگاميبراشوديمطرحميمختلفيلههانموردمسايا در ککاريوتر

آيشکستم تاخيخورد،فر به انجامکارها زيرميند ايراکارهايافتد اتمامموفقيوابستهبه تا نکار
توانندشروعشوندينم،نکاريا

تول٦تپروژهيريدرمديمسالهمشابه افزارمطرحمييتوسعهايکمحصوليديمانند يکنرم
اشود پيدر از ودسته ازکارها جامجموعه انجامکارهايکارگرهامميهاداريازيشنين توانندبه

استکارگرمنسوبشوند برايدرعملممکن کاريکه شود،شکستبخوردينمييتعيانجام
اگرفعاليبرا تشکيمثال آن تست و ازدوبخشنوشتنکد استدريتموردنظر لشدهباشدممکن

راداشتهباشدتکايباحتمالموفقيتقرييدتوانايرپروژهبايمدقسمتتستشکستبخورد رگران



٥

توجهبهکاربردعمل رمسالهيبا ايزيبرنامه پردازه درمحاسباتشبکهيوهايباسنار١يچند
آنشديريومديا بر برررسيتپروژه، را آن رميکنيمکه برنامه ايزيمساله پردازه درعدميچند

اوليقطع توسطمالويت، ريدرمسالهشديمعرفکزينبار ايزيبرنامه پردازه انجام،يچند در
پردازتدههاعدمقطعيحکارهايصح اينامدوجوددارد٢تيموکولشدهبه ريگر يزينمسالهبرنامه

استيکارگرانغ اعتماد ررقابل برنامه برايزيمساله اعتماد،يکارگرانغيکارها کمسالهيرقابل
ر است٣يموازيزيبرنامه

ا اول ريپانيمساله استيکارگرانغيزياننامه،مسالهبرنامه اعتماد ارقابل کارنمساله،يدر
زمان واحد دارويتک بايبيوابستگميکارگر بدوندورکينکارها جهتدار ٤گراف

است احتمالکارکارگربهعلاوههرمدلشده با درسترا افتنيهدفدهديانجامميبه
چگونهبهکارهامنسوبشوندي٥نهيبهانتساب احتمالااستکهنشاندهددرهرمرحلهکارگران

اجرايوتکراريبهصورتمواز زمان نهشوديکارهاکميتا

برامالويکز استکه اينشانداده جمله چند حل راه بالابايبرايوجود تعداديمساله د
امايارشديدبسيتشايندومحدودياکارهاعددثابتباشد٦کارگرانوعرضگراف دبهنظربرسند،

حالتياثباتمکزيمالواجهستندياحت در ايکييحتکهيکند نياز ثابت دو مسالهست،ين
است٧تمام-سخت



٦

دوممعرف رشده،يمساله استيتريحالتکل،يکارگرانمارکوفيزيبرنامه اول درازمساله
وروديا بر علاوه بهيهاينمساله وابسته زمان درهر کارگر عملکردهر اول، يرهيزنجمساله

است١مارکوفزمانگسسته اآنکارگر انجامکاريدر حالتاحتمال زمانتوسطکارگرن درطول
بهيثابتن وابسته و زنجست استيرهيو آن ريهدفمارکوف برنامه ينهيبهيزيافتن

اجرا زمان تا بهکارهامنسوبشوند چگونه درهرمرحلهکارگران کمياستکهنشاندهد نهيکارها
شود

ريبرا اوجود جمله چند حل دوم،يبراياه برمساله وعرضگرافعلاوه کارگران تعداد
گرافالقاکارها در رو٢شده،طولدورها نهاعددثابتباشدزيشکستنيالهاييبر ادهيتپيدر
الگوريساز ايتمهاياز جمله ارايمسالههاباشرايبرايچند استيطمحدود هشده
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١ ٠

فهرستشکلها

گرافوابستگیکارهای-١شکل از ۲۴گرافتکاملِمجازساختهشده

ورودیيک-شکل درجه گرافبا از ای ۳۵نمونه

کارگر-شکل ۳۸گرافشکستسه

اينسه-شکل ۳۸کارگرگرافشکستعمومی

گرافتکاملمارکوفی-۵شکل از ۴۴مثالی

گرافشکستعمومی-شکل از ٤٨شمایيِکمولفههمبندی

انتسابهایممکن١-٧شکل تعداد از ۵۰نمونه



١ ١

مقدمه١

ر استيزيمسالهبرنامه زمان بهکارگرانمختلفدرطول ازکارها انتسابمجموعه ترک، بيبا

وشرايطمختلفکارگران،هدفهايشرا کنندهيمختلف يمسالههاتوانيگرميديطمحدود

ايمختلف توجهبهکارهايتهاينمحدوديايجهيدرنتنموردمطرحکرديدر مداوميمختلفوبا

ا در زميپژوهشگران دهههاين در ادبياخينه رير، کمغنيزياتبرنامه درطوليکم و است شده

رشتهعلميزمانبه استيبالغتکامليک افته

ريمسالهها انديگوناگونيزيبرنامه گرفته ردهدرگذشتهموردمطالعهقرار از يمسالههايکه

گذشته،هستندتمام-سختيمسالههاتاساده ادر زمانيکميمسالههانيهدفدر نهکردن

بيليتکم استيشيا حيدرنهکردنسود جديک احتمالطبيطه گرفتهميشکستنيعيد، نظر در يز

اشود حيدر اعتمادهستنديغطهکارگرانين انجاميميعنيرقابل در بايتوانند احتماليککار يک



١ ٢

نيازيشنيپشکستبخورند ريکارها برنامه در گرفتهميزيز نظر ايدر که هايازيشنينپيشود

ازيم شونديردهبنديکگرافجهتداربدوندورعموميسادهتايکدنبالهيتواند

نيشيپيکارها١-١

زميمطالعاتمختلف رنهيدر استيزيبرنامه کي،ناراسيمهانبامنابعمحدودصورتگرفته

اينموردکرده در کامل ومطالعاتب-معمولاسختيمسالههانيااستمرور دريتمامهستند شتر

حريجهت روش ايمسالههاهستند١صانهيافتن در پايمطرح نظرين جهتدر از نامه گرفتنان

اياحتمالشکستکم بمتفاوتنديمسالههانيبا کارهاياز توسطين انجامشده کار انجامشده

ايمور توجهبه روشهايبا استبه استهرکارممکن انجامشوديمختلفينکهفرضکرده

ا نزديبه استينکارها احتکتر روش احتمالشيهر خاصو زمان ،طول بهمنابعمختلف کستاج

نوبتبعددارديمتفاوت در باشکستمواجهشود کار درستياگر به هدفشوديانجامميحتما

تکميکم زمان کردن استينه حلهايايبرال راه ايحرينمساله استيپيصانه مدلشنهادشده

اتمامموفقبهصورتحريشيباهدفبتوسطتسنگيمشابه احتمال استينهکردن صانهداده

ر برنامه درعدمقطعيزيدر کارتيپروژه تصادفيهر زمان ويبرايکطول انجام

بهمنابعمختلفياحت دارديبراياج ثابتانجام استيتعداد انتسابيهدفازهرمنبعموجود افتن

براينهيبه اتمامکميمنابعبهکارها زمان استيداشتن ايماشبيمسالههانه هستنديمسالههانيه



١ ٣

رام گرفتيچونکارگرها ازطرفتوانبهعنوانمنبعدرنظر اياما زيهمبا راماينمسالهمتفاوتند

کارگرانمختلفبهيدهياجازهم توزيم که تغيککارمنسوبشوند را کارها انجام زمان يرمييع

رتورنکويستدهد باطوليزيبرنامه عمنابعدارديتوزيزمانمتفاوتکهبستهبهنحوهکارها

استيرامعرف باشکستمواجهمکرده آستانهيانجامکار از انجامکار زمان اگرطول شتريب١شود

اتماماستيشيهدفبشود احتمال نهکردن

ريکي اهدافبرنامه زمانيکم٢يتصادفيزياز حالت٣انتظارلمورديتکمنهکردن کهطوليدر

اجرا رويکارهامتغيزمان بر کارها و ريموازينهايماشير يمسالههانياشونديميزيبرنامه

کلينبرگ وابستهيکارهايبراسکوتلااو٤مستقليکارهايبراگويلوتوسط

اند امطالعهشده ايمسالههانياما ککاريتوانندبهيممنابعمختلفميکنيننظرکهمافرضمياز

مامتفاوتنديصدادهشوندبامسالههايتخص
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پا٢-١ اننامهيساختار

اول ريعنيدرفصلدوممساله بررسيکارگرانغيزيبرنامه اعتماد استيرقابل اشده نيدر

ابتدا پايتعريکسريفصل توضيفات ،سپس دقيه توضيح آنگاه الگوريقمساله وسپسيح آن تم

زماناجرايتتحليآنودرنهايدرستليتحل استيل آمده آن

ريعنيدرفصلسوممسالهدوم زنجيکارگرانغيزيبرنامه اعتمادبا بهييمارکوفيرهيرقابل ا

تر ريعنيصورتساده استيبررسيکارگرانمارکوفيزيبرنامه اشده ابتدايدر يکسرينفصل

،سپستوضيفاتپايتعر آنگاهتوضقيحدقيه ايمساله آنيلگورح اجرايتتحليودرنهاتم زمان آنيل

است آمده

استيمسالههاتمامبودن-اثباتسخت۴درفصل توضين۵فصلآوردهشده رابطهبا حيزدر

تحليالگوريادهسازيپ و زماناجرايتمها استيل آنها



١ ٥

ريز٢ اعتماديمسالهبرنامه کارگرانغيرقابل

پايهيتعريفها۲-۱

جهتدار راسهاگراف از كمانيكمجموعه جهتدارها١و بهفرميالهاي

vuكهGNvuيالهايپشتسر،در٢يكمسير،ميباشد استكه ازكمانها اي دنباله

آن،هم انتهاي و ابتدا در نداريممگر راستكراريدرمسير ابتدايديگرياستوهيچ انتهاييكي

راس از اينصورتمسير،درصورتيكهبهبرايمثالمسير است٣دوردر

k k k ku u u u u u u u

آندورنداريم،گرافجهتداربدوندور گرافجهتدارياستكهدر برايكمان،

GAvu،دراست٥فرزندو٤پدر پدر راسبدون راسبدون١چشمه،هر وهر

چاه راسهااست٢فرزند هستند٣يراسهايداخل،وساير



١ ٦

دور بدون جهتدار گراف يك زنجير،در پاد اي٤يك دومجموعه دوبه راسهاستکه از

راسمجزاي٥پذير-مقايسه يعنيبرايدو ازنيستند پادزنجيرهيجمسيري اين بهيابهدر

است٦عرضگرافوجودندارد اندازهبزرگترينپادزنجير برابر

زنجير است٧يك گرافيكمسير زنجيرها از پوششميدهددرصورتيكهرايكمجموعه

ر آاسهر زنجير گرافحداقلدريك داشتهباشند٨زنجيرهاممكناستاشتراكمدهباشداز

برابرديلورسقضيهمعروف گراف پوشاندن براي لازم زنجيره تعداد كه دارد بيانمي

عرضگرافاست



١ ٧

هستندمسا كارها آن در راسها كه است مدلشده دور بدون جهتدار گراف يك با له

tN Gباومجموعه وابستگينمايشميدهيمرا كمانهانشاندهنده

ايناستكهvuبرايمثالبينكارهاهستند آنكهبيانگر اجراشودمگر درمراحلنميتواند

انجامشدهباشد آميز قبليبهصورتموفقيت

از اي كار١راسهاشرطپيشنيازيمجموعه برايهر اگر دارند پدرانرا تمام درمجموعه

داشتهباشد،اگراينكارنيزدرمجموعهباشند را اينشرط ايباشدكه ازمجموعه مجموعه

دارند درمجموعهقرار آنها پدران اماهمه نيستند درمجموعه استكه كارهايكارها هنگاميكه

ايكهدرخواندهميشود٢مجازاجراشوندمجموعهمجموعه چشمه نباشدبنابراينهر

خواندهميشودمجاز

مشخصميشوندكارگركهبامجموعهاجرايكارهابهصورتيكبازيمدلميشود

اياستداريم ودرشروعراشرطپيشنيازيکهمجموعه ودارد بازيدرقرارميدهيم

يابد ادامهمي دردورها برايكارهايموجود كارگرها دور ريزيدرهر برنامه به توجه با

ازمجموعهمعينميشوند يككار به را كارگر ريزيهر واقعبرنامه نسبتميدهدyEدر

به كارگر كنداگر استراحتمي كارگر دور اين در يعني انتسابمنسوبشود كه كنيد توجه



١ ٨

به توجه با كارتعيينميشودكارگرها يك به كارگر چند است كارگرانممكن انتساب در

انجامدهدمنسوبشوند است آنمنسوبشده كهبه را تلاشسپسهركارگرسعيميكندكاري

احتمالمكهبهكاركارگر iنسوبشدهبا jPازسايرتلاشهاموفقيت بهصورتمستقل

خواهدبود حداقليككارگرمنسوبشدهبآميز اگر انجامميشود يكدور آنيككاردر آنكار ه

درستانجامدهد ايندوربهترا انجامشدهدر ادامهمامكارهاي وبازيدردورها اضافهميشوند

تمامتلاشهامييابد يكدور استدر اينصورتممكن بدونتغييرباشكستمواجهشونددر

خواهدبود انتسابكارگرهابدونتغيير ودرنتيجهدردوربعدي باقيميماند

يكانتسابيكتابعبهصورت بهصورترسمي،

GN
Gn N

زيرمجموعه باشدبهطوريكهبرايهر دارا را ازكهشرطپيشنيازي انتساب يك

دراستzEبه چاهها تمامي تا يابد ادامهمي آنقدر ايندورماميقراربگيرندبازي در

است گوييمكهبازيتمامشده

استتابازيتمامشود لازم انتساب،تعداددورهاييكه ازمجموعهزمانتكميل باشروع

زمانيكمتغيرتصادفياستمينامند زمانتكميلکهزمانياين رابهصورتساده آن تهيباشد

انتسابنامندمي زمانتكميلمهدفپيداكردن راكمينهميكنددوركه انتظار



١ ٩

تعريفمساله۲-۲

و كارها وابستگي بيانگر كه گراف يك كارگرمساله كه بهطوري احتمالكارگر با

i jPكاركار برايهر و انجامميدهد درستي به كهرا دارد وجود يككارگر حداقل

i jP

ريزيبهينه راكمينهكندزمانتكميلاستكههدفپيداكردنبرنامه

داردفرضكنيم را استكهشرطپيشنيازي ازكارها اي زماننشزيرمجموعه اندهنده

از باشروع كارها تكميل براي زمانمتناهيمالويکزاستاجرايكمينه اين نشانميدهد

است

متناهياستازكارهاكهشرطپيشنيازيدارد،برايمجموعه١لم

زمانتكميلكمينهاثبات آنمتناهياستوبنابراين زمانتكميل نيزانتسابيمعرفيميشودكه

متناهياست

انجامنشدهبهصورت١ترتيبمکانيفرضكنيمدنباله توجهكنيدباشدازكارهاي

وقتيكارهاي كه چرا اجراشوند ايندنباله ترتيب به اجراميشوند-كهميتوانكارها



٢٠

اولينكاراستمجاز،كار به را درهرمرحلههمهكارگرها و دنبالميكند را ترتيب اين انتساب

ايندنبالهمنسوبميكند از انجامكارانجامنشده در تمامكارگرها اينكه باشكستمواجهاحتمال

برابر شوند
j

n
i ti Pاست كوچكتر اكيدا يك از حتماً بهفرض توجه با بنابرايناستكه

برابرزمان دارند هندسي توزيع احتمالات اينكه به توجه با كار اين اجراي براي انتظار مورد

j

n
i ti P

انتظارميتواننتيجهگرفتاست اجرايمورد زمان خطيبدون از استفاده با

اجراي برابرزمان حداكثر بنابراين و اجراهاست زمان اين جمع كل انتظار مورد

j

t
nj

i ti P
است

ريزيبرايمدلمحدودمساله٣-٢ الگوريتمبرنامه

انتساببهينهمالويکز كردن ايبرايپيدا جمله چند اجراي زمان با الگوريتم دريك

اندمدل ارائهداده بنابرايندوفرضداريممحدودمساله

يكعددثابتاستعرضگرافجهتدار ۱

تعدادكارگرانعددثابتاست ۲

ول برسند نظر به ايندومحدوديتبسيارشديد ارائهشدهشايد ادامه اثباتيدر نشانميي كه

لازماست دهدكههردوياينشرطها



٢١

زمان ابتدابراي استدر رابطهبازگشتيارائهشده انتظاريك زمانمورد وابستگييك رابطه اين

اي پايه رابطه اين و نشانميدهد بامجموعههايبزرگتر را دارايشرطپيشنيازي برايمجموعه

برايبرنامهدايناميكاست

دار،مجموعهانتساب٢قضيه را چاههايكهشرطپيشنيازي تمامي و نداردد آنقرار در

بگيريد نظر د انتسابرا برايبراي انتظار تكميلمورد زمان ازفرضكنيد متناهيباشدباشروع

زيرمجموعههايمجزايمجموعههاي Dهستندبهطوريكه١تمامي

اينكه انتساباحتمال باشدكهدر ازكارها اي انجامميدقيقاًمجموعه توسطكارگرانبهدرستي

iiاستوشوندبرابر DXXآنگاه

i

k

X i X
iK

T aT
a a a

كه
iXTانتساب انتظار اززمانتكميلمورد استباشروع

انتسابمتغيرتصادفياثبات زمانتكميل اينمتغيربرابردرنظرميگريمباشروعرا

اززمان خارج اجرايكاري انتظار اتمامسايركارهاستمورد براي نياز تكميلمورد زمان بعلاوه



٢٢

داراي اول خطيقسمت تواندبهصورتتركب وقسمتدوممي توزيعهندسيدارد
iXTمحاسبه

وقتيكهكارهايشود انتسابچراكه زمانتكميل برابربرايانجامميشود
iXTاست

اينكه انتظاربراي زمانتكميلمورد چاههايپسبرايتعيين سناريويشودشاملتمامي

تكرارميشود زير

انتساب -۱ منسوبشوندبهكارهايXكارگرانبا

انجامدهند -۲ را خود تاكارهاي كارگرانتلاشكنند

انجامشدهدرمرحله -۳ اضافهشوندبه۲كارهاي

زمانتكميل -۴ استدورمهدفپيداكردن انتظار

توجهبهسناريويبالاپس يکبا احتمالاز زمانيبه حالتواحد هستيمپسميتواندر

گفت

i

k

X i X
i

T a T

نتيجهدر

i

k

X i X
i

a T aT
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اينكه-برابرصفرنيست-بايدنشاندهيم احتمال استبا برابر

از توجهبهفرضغيرتهياستتوجهكنيداجراشودحداقليككار آنجاييكهبا از و

است-پس،متناهياست دربازنويسيمعادلهبالاداريممخالفصفر

i

k

X X
ik

T T
a a a

وابستگيكهبين رسد هايمختلفوجودداردبهشكليكگرافجهتداربدونبهنظرمي

است ازدور جهتدار تكاملمجازگراف گراف بدينصورتميسازيماجراي١، را

۱مثالدرشكل

استقراييگراف بهصورت ازميسازيمرا راس ازهر اي زيرمجموعه دهنده نشان

رااسترئوس راسازآغازميكنيمANمجموعهباكار ANXدرهرمرحلهبرايهر

چاههاي زيرمجموعههايغيرتهيرامحاسبهميكنيمنميباشد،كهشاملتمام حالتمام

xEDراس وجود ودرصورتعدم درنظرميگريم بهمجموعهDXرا را اضافهآن

اضافهميكنيمDXXكردهكمان رابهمجموعه



٢٤

آنجاييكه تعييناز يكتا جهتدار يكگراف استقراييبهصورتواضح است،فرايند محدود

استميكند اينگرافدرلمبعديتشريحشده ساختار

گرافوابستگیکارهای-٧شکل از درشکلگرافتکاملِمجازساختهشده

گراففرضكنيم٣-٢لم آنگاهگرافتكاملمجاز استوباشد گرافجهتداربدوندور

دارد را ازكارهاستكهشرطپيشنيازي يكمجموعه آندقيقاً راس چاهمسير ويك يكچشمه دقيقاً

دارد



٢٥

دربگرافاثبات كمان زيراهر است راسدوندور يبابهمجموعهDXبهاز

از اكيداًبزرگتر است،ميباشدسايز

راساز داردهر را اگرشرطپيشنيازي واقع اجتماعدر داشتهباشد، را شرطپيشنيازي

از زيرمجموعه راداردآنباهر اينشرط راداردراسازپسهرآننيز شرطپيشنيازي

مجموعه هر بگيريدحال نظر در دارد را نيازي پيش شرط كه كارها حالاز

بهازكارهاي كه بگيريدترتيبمکانيرا نظر در را اند بهبهصورتواضحآمده

ی كارهايمجازمجموعه كارهاهنگاميكه دارد-از تعلق اند، اگرانجامشده بنابراين

از- راس راسازاست،يك يك ازاستنيز راس يك

راسازاست،بنابراين يك ايناستكهاستنيز راسازنتيجهديگر يك استنيز

راس راسهايما به يككمانبهرا اگر بنابراينوجودداشتهباشداضافهميكنيم

باشد چشمه تواند اعضايازطرفينمي ايبا كههيچكمانيبهمجموعه چرا است چشمه يك

ياكمترنداريموسايز استبرابر ،صفر

راسهايراس چاههاياز درنظربگيريد؛فرضكنيدهمه توجهنباشنددررا با

آندرراسهايترتيبمکانيبه پدرهاي راسيوجودداردكههمه وماميبينيمكه قراردارند

آندر تهياستوبنابرايننيستخود راسدارديكفرزنددرغير كهشاملحال

چاهها راتمام بگاست نظر آنجاييكهريديدر پيشنيازياز بنابراينشرط دارد شاملرا

راسهاي هيچفرزندينداردتهياستبنابرايناستوبنابراينتمام



٢٦

آنجاييكه توانيماز از۲قضيههيچدوريندارد،مي باشروع بهرا رو حركت و چاه يك

اعمالكرد١عقب چشمه، الگوريتمداينمالويکزبه يك انتساباميكبهنام، برايپيداكردن

راسهاباشدراسهايترتيبمکاني،فرضكنيدارائهميكندبهينه اين ما

كنيم جهتبرعكسپردازشمي در راسرا پردازشهر آنازدرهنگام براي دومقدار ما

كنيم ازXS،Xتعريفمي باشروع حلمساله دادنبراي قرار و
mYSو

mYبه را چگونهينشانمmhحالبرايمنسوبميكنيمهمهكارگرها دهيم
hYS

زيرمجموعههايمجزايفرضكنيمتعيينميشوندhYو تمام

انتسابهايممكنكهبرابرDبهطوريكهباشند nحالتمام
hYEبراي را هستند

گريم نظرمي در بهكارگر يا كارگر احتمالمنسوبميشودياهر انتساب برايهر

باينكه انجامشده كارهاي كنيممجموعه رامحاسبهمي باشند انتساب ازاي كهه درصورتي

جمع وزندارباشد
k

i
ihi

k

DYa
aaa

نيمرامحاسبهميك

جمع اين انتسابيكه آن بهعنوانآنگاه را است آنكمينه ازاي ومقدارhYبه درنظرميگريم

hYSجمعقرارميدهيم اين رويحالباكاهشرابرابر هنگاميحركتميكنيمترتيبمکانيبر

شودتعيينميكهتمامدنبالهپردازششد



٢٧

الگوريتم۲-۴ تحليلدرستی

بخش اين دادهدر انتساببهينهمینشان كه ايشود جمله چند زمان در توان رامي

پيداميكندقضيهبعدينشانميدهدكهبرنامهنوسيپويا،محاسبهكرد را بهينه

الگوريتم٤قضيه اجراي پساز

راس- گرافبهينهبرايهر تعيينشدهاز

از- انتسابباشروع اتمام انتسابزمان استكههر زماني زمانكمترين اين استو محاسبهشده

از ميتوانددستيابدباشروع

استفادهميشودازترتيبمکاني،فرضكنيداثبات الگوريتم توسط كه

استبهطوريكهبرايهر ،mih،؛فرضكنيديكمتغير
i iY YS Bو

iYSزمانتكميل برابر

ازانتساب استباشروع

گزارهبدونشكدرستاستبراي توجهبهلماين با واقع، چاهدارد،۲در يك تنها

زمانتكميلاستاست،بنابراينكهبرابر انجامنشدهباشند، پسبنابرايناگرهمهكارها

برابرميگذاردالگوريتمبهدرستي حالترا از انتسابيباشروع استزمانتكميلهر برابر

استتساببهينهيكانmYبنابراين



٢٨

نظرميگmhحال بريميدر الگوريتمبايد وقتي با-بينيم گزاره بررسيميكند را

اندازهكاهش آنجاييكهواحددرساست۱به نيستاز چاهها بردارندههمه يكدر حداقل

باشندفرزندانفرضكنيدفرزنددارد

حداكثرمقدارابتدانشاندادهميشودكه
xYSانتسابهاياستو بينتمام از الگوريتم

از انتخابميكندكهباشروع را انتسابي كهممكن
xYSنشانميدهدكه۲-۱لمراكمينهميكند

است توجهبهقضيهمحدود داريم۲با

i

k

X i X
ik

B aT
a a

انتساب اززمانتكميلبراي آنجاييكهاستباشروع xixiاز BSحداقلمقدار و

انتساببرابر رادرنظرميگيردوبرايهر انتسابهايممكن ريزيپوياهمه استبرنامه

وزندار جمع ،
i

k

i X
ik

a S
a a a

حسابميكند وزنداررا جمع آنجاييكه از

انتخابميكندكهمقدارشكمينهباشدحداكثر را جمعي الگوريتم پسحداكثرمقداراستو

استبرابر

زمانتكميلتعيينشدند،وهنگاميكهمقدار واضحبرابر ازباشروبهطور ع

انتساباست برايهر واقع تكميلدر زمان برابر وزندار جمع از، واقعباشروع در يا

Xاست
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آنجاييكه تكميلاز برابروزمان تكميلبنابراياستحداكثر زمان بان

از برابرشورع واقع اندازهاستدر اثباتبرايكاهشبه آنجاييكه استپسواحد۱از

حالتكليدرستاست گزارهدر

الگوريتم۲-۵ اجرای زمان تحليل

نشانمی كهحال دوري بدون جهتدار گراف براي اي جمله چند زمان در توان كهمي شود

حلكرد را عرضآنثابتوتعدادكارگرانثابتباشد،مسئله

استفرضكنيد بهقضيهعرضگراف توجه باديلورسبا را گراف توان زنجيرمي

ايپوششداد ازكارنكهكاربراي زنجيركهقبل تمامكارهايو انجامشودبايد زنجير امهستنددر

باشند برابرانجامشده زنجير كهشرطپيشاستحداكثرطولهر پستعدادمجموعههايمجزا

رادارندبرابر استtنيازي

راس الگوريتمهر پردازشميكندوقتيكه انتسابهايممكنكارگرانبهرا الگوريتمكليه

گيرد نظرمي در را بهكارها حداكثر كارگر حداكثرهر بنابراين و تواندمنسوبشود كارمي

انتسابهابرابر استntتعداد

انتسابتعداد استمجموعهحداكثربايدمحاسبهشوندهاييكهبرايهر چراممكن

حداثربه احتمالدستيابيكهمجموعههاييكهكارمختلفمنسوبميشوندكهكارگرها بنابراين



٣٠

حذفشوند وزندار جمع از استبايد بدينصورتزيرمجموعهكارهايمنسوبشدننيستندبرابر

آيد قضيهبعديبهدستمي

زم۵قضيه با الگوريتم حلمساانيك ايبراي جمله چند هنگاميكهعرضلهاجراي

الگوريتمدرشكلگرافوتعدادكارگرهاثابتباشد است۱مثاليازكاربرد آمده
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زنجيره۳ اعتمادبا کارگرانغيرقابل ريزی ماركوفمسالهبرنامه

تعريفهايپايه١-٣

زمانگسستههجيرنز۳-۱-۱ ١ماركوف

تايي يكسه گسسته زمان زنجيرماركوف Sيك P Sازاستكه مجموعهمحدود

است،٢حالت ممكن است،هاي احتمال ماتريس كهSSPيك طوري به ،

Ss
ssPبرايتماميSsوSاست Pهر،حالتشروع S Sانتقال احتمال

دراستSبهاز حالتهايكمسير از وssاستكهيكدنباله

ii ssPبرايهرki

حالتخاصياز ازدراستفادهشدهاستدرمسالهتعريفشده استفادهشده

انتقال دو دقيقاً حالتها است٣تمامي حالتامكانپذير حالتيعنيبرهر دو تنها داريمكه،ما

ssPاست حالتهاممكن اين يكباشنديكياهردوي رفتار انتقالنشاندهنده ايندو



٣٢

وقتي حالتكارگر باشنددر انتقالهااست،مي اين از ديگري١موفقيتيكي ٢شكستو

توسطموفقيتميشوند٣برچسبگذاري حالتبعديكه انجاميككارموفقشودبه اگركارگردر

حالت اينصورتبه ودرغير رود رودتعيينميشودمي شكستمي

کارگرانمارکوفی۳-۱-۲

از ازمساله يكگسترشي انجام،درمسالهاستمساله داريمكارگربراي كار

باكارها ترتيبمجموعهكارگراننمايشميدهيميا يابههمين

است

احتمالكاركارگر با انجارا درستي زمانمميدهدبه استكه ريزي هدفيافتنبرنامه

راكمينهكند انتظاربرايتكميلكار مورد

كار كه گريم نظرمي در را كارگرماساختاري تواندهر يكمنسوبشودمي كارگر هر

اومنسوبشدهميكند انجامكاريكهبه زمانيبراي يكواحد وهمدارد،هركارگر



٣٣

اينرفتار ابتداكارگرارتباطداردآنبه حالتدر حالتاستازsدر آنبين از بعد

حركتميكند انتقال، توجهبهنام هابا

انجامكارهنگاميكهكارگر حالتبراي رامنسوبشدهدر او احتمال و تلاشميكند،

همراهيميكند

ابتدامشخصاستjiPكه -۱ از زماناستو يكاحتمالثابتدرطول

۲- 
ksqحالت احتمالموفقيتدر استكه

انتساب داردهدفيافتن تكميلكمينهبرايتكميلتماميكارها زمان زماني،كه بازه درهر

انجام براي كارها از كارگرهاهستندمجازتعدادي از تعدادي به را كارها اين از تعدادي انتساب

بهكسيمنسوبمنسوبميكند كارها از تعدادي يا و باشند كارگرانبيكار از استتعدادي ممكن

ازكارهابعدنشوند زمانيتعدادي يكواحد راانجامشوندياشايدهيچكارياز فرايندهمينكار

انجامشوند تماميكارها تا ادامهميدهد

گرافماركوف۳-۱-۳

حالتگرافماركوف ازايهر گرافياستكهبه گرافداريم، راسدر راسيك هر

را به خروجيداردكه يال دو رويدوسهايدقيقاً ازمي استيكي ياهروممكن

برابر وزنباشنددو يالها اين از يكي
ksqوزن ديگري و

isqوزندارد يالداراي



٣٤

كنيم گذاريمي يالشكستبرچسب را ديگر يال و يالموفقيت تابعرا گرافدو اين براي

تعريفميكنيم

تابع -۱
MM GG NNsuccessراس ازاي چهبه يالموفقيتبه پيمايش درصورت

رسيمراسيمي

تابع -۲
MM GG NNFailراس ازاي راسيدرصورتپيمايشيالشكستبهبه چه

رسيممي

درمسالهداراييكگرافماركوفاستكهباهركارگر نشاندادهميشود،

خروجي۳-۱-۴ درجه ۱گرافبا

جهتدار گراف استفرضكنيد يك دقيقاً آن راسدر خروجيهر درجه اينكه

رادارد زير گرافخصوصيات

۱- 

يكدورداريموشكلگرافبهصورتازمولفه -۲ هايهمبندياستكهدرهرمولفهدقيقاً

ختمميشوند ايندو تعدادمسيركهبه

رادرنظربگريد جنگل يكيالراسوگرافيك آن درخت جنگليكهبههر يالمانند

كنيم درهرمولفهاضافه كه داريمراسوچرا دوريال اين به تعدادمسير و پسيكدور

داريم



٣٥

استيككم دور در راسكه درهر راسهاييكه پس خروجيدارد يككمان و ورودي ان

راسمسير آخرين چون حال و واردميشود آنها به كمان حتماً دورهستند به اتصالمسير محل

خروجياست آن۱درجه ودرنتيجهشكليكسريمسيراستيالقبليمسيرهمبه واردميشود

واردميشود ۲شكلاستكهبهدور

ورودیيک-شکل درجه گرافبا از ای نمونه

گرافشكستكارگر۳-۱-۵

يالكهیگراف القاي آيد،گرافشكستاز يالهايشكستگرافماركوفبهدستمي روي ي

است كارگر



٣٦

گراف اين
F Mi iG GN Nو

F Mi iG GE Eازايهركمان گرافvuبهطوريكهبه در

آنشكستاستvnشكست،برچسب گرافماركوف در

خروجي درجه است۱اينگرافيكگرافبا

گرافشكستعمومي۳-۱-۶

درگراف و راسدارد يك حالتهايكارگران از دنبالهممكن ازايهر استكهبه گرافي

نتيجه

F M M M nG G G GN N N N

رانشانميدهدكهيكدنبالهبهطول آن راسيكبرچسبداردكهدنبالهمتناظر استوهر

حالتكارگر است،نشانميدهد

راس دنبالهبين راسبا دنبالهو اگربا تنها و اگر يالداريم

ازايهر گراف،به راسدردر كههر آنجايي از آنو حالتشكست ،

يكخروجيدارد گرافشكستدقيقاً راسدر يكتاستهر

ريفميكنيمرابدينصورتتعرويگرافشكستعموميتابع

M M M M M Mn nG G G G G GNext N N N N N N



٣٧

گيرد رامي حالتكارگران از دنباله يك واقع در دنبالهكه ازو

ازايهر رابرميگرداندكهبه حالتكارگران

خصوصياتگرافشكستعمومي۳-۱-۷

اينگرافدقيقاً -۱
MnMF GGG NNNراسدارد

خروجي -۲ درجه يكگرافبا است۱اينگراف،

اينگرافرادرنظربگدور جزكليهريديدر وهامتفاوتندبه

nsssS

nsssS

sssS lll

lii ssni

آنجاييكه گرافشكستكارگراز و،پسدر يكگشتبستههستند

در دورهايديگر تركيببا اثر در يكگرافشكستكارگر از دور گرافهر واقعميتواننتيجه در

واقعطولدوردر ودر گرافشكستعموميميسازد در يكدور گرافهايشكستكارگرديگر

گرافهايمختلفاستمعموميكگرافشكست آندر بهعنوانمطولدورهايتشكيلدهنده

زيرباشد۳مثالگرافشكست اگربهصورت كارگر



٣٨

کارگر-شکل گرافشکستسه

گرافشكستعموميبهصورت دورموجوددر

اينسه-شکل کارگرگرافشکستعمومی



٣٩

آن كهطول بود استمكخواهد درهرم دو حداكثرطولهر آنجاييكه از

nاستپسطولدوردرگرافشكستعموميگرافشكستكاگر
iMاست

تعريفمساله۳-۲

و وابستگيكارها يكگرافكهبيانگر احتمالكارگربهطوريكارگرمساله jiPبا

وبرايهركار انجامميدهد درستي به داردکهيككارگرکاررا iوجود jPبهعلاوههر

يك حالتمداردكه،كارگر استوهر آنها انتقالبين و حالتهايي از يكتشكل ،

kSqحالتنشانميدهددار اين در را انتقالتوسطموفقيت احتمال دكه

ريزيبهينه راكمينهكندزمانتكميلكههدفپيداكردنبرنامه

انتسابكهبا تمامي اتمام زمان استكهنشانميدهدكه ابتدالمي نشاندادهميشوددر

شده انجام كارهاي مجموعه از شروع صورت هايدر حالت در كارگران بودن و

استكه انتساباست،محدود زمانشروع حالتكارگرانو

كارگرهابرايهرمجموعه١لم اوليه حالتشروع برايهر و باشد داشته را پيشنيازي كهشرط

متناهياست

استاثبات اثباتبخشقبل ارائهشدهبسيارشبيه انتسابيمشخصاثبات تلاشميشودكه

زمانتكميلمتناهيباشد استنيزبايدمتناهيباشدبنابراينشودكهداراي انتساببسيارساده



٤٠

باشدترتيبمکانيترتيبفرضكنيد انجامكارها ترتيب بدين توانند كارهامي

چراكههنگاميكهترتيبكارهادر انجامشدنباشند،كار-،شوند استمجازبراي

اينكار به تماميكارگرها انجامشود بايد وقتييككار درنظرميگريد را ترتيب انتساباين

پارامنسوبميشوند داردهركارگردو انجامكار احتمالموفقيتدر درمتربراي فرضكنيدكارگر

كارحالت خواهد وقتيكهمي حالتباشد اين احتمالموفقيتشدر بنابراين و دهد انجام را ام

i jsqانجامكاراست احتمال i،توسطكارگرازطرفي jPبابنابراينكارگراست را اينكار ،

احتمال
i ji j sP qانجام براي احتمالشكست بنابراين و دهد انجاممي درستي برابربه

i j

n
i j si P qبرابراست حالتكارگران دنباله نشود، انجام باموفقيت كار درصورتيكه

ادامهمييابد ترتيبسناريو وبههمين آنجاييخواهدشد از

تمام توانكه استمي ازصفر بزرگتر كارگران تمام براي اينها تمامي بين دررا ها

حالتيازكارگرانكهباشيمبرايانجامكارتمامي ودرهر تعيينكرد ها

i j

n n

i j s i ji iP q P q

آنجاييكه كارگراز يك حداقل ازاي به iو jPيك از اينضرب پس است

پساز استو nكوچكتر

i ji P q
انجامميشود حتماً اينكار ايننتيجهبامرحله

آيد توزيعهندسيداردبهدستمي اجرا زمان اينكه توجهبه



٤١

گفتكه بالاميتوان در آمده نتيجهبهدست tاز
nX S j

i ji

B
P q

كه

مقدارمتناهيدارد

رابطهبينبرايمحاسبه يك كارهاوما از انجامشده وهربرايهرمجموعه

آوريمحالتكارگران بهدستمي

چاههاي،مجموعهانتساب٢قضيه تمامي و دارد را وكهشرطپيشنيازي آنقرارندارد در

انتسابحالتكارگران انتظار انجامشدهفرضزمانمورد حالتبرايكارهاي و

زيرمجموعههايمجزايفرضكنيد،متناهيباشد فرضDباشند،كيه

حالتها،كنيد وكليه فرضيبعديممكنبرايكارگرانباشد

اينكهكنيد انتساباحتمال توجهبه باشدكهبا ازكارها اي انجامدقيقاًمجموعه توسطكارگران

iiحالتبعديكارگرانباشدميشودو DXXآنگاهقراردهيد

k

i

l

i
SXjiSX ji

TaT

درصورتيكه
ji SXTانتساب انتظاربرايتكميل انجامشدهزمانمورد ازكارهاي ويباشروع

باشدحالتكارگران



٤٢

جفتاثبات ازايهر به اثباتقضيه كارهايبراي نظرميگريمكه حالتدر يك را

كارگرانانجامشده حالت حالتو كارگران، توسط كارها انجام حالتممكن تمام براي

يكانتقال، ،i j i jX S X Sاست جمعوزنتمام، آسانيبا احتمالميتوانبه

انجامكارهاكهبه حالتكارگرانحالتهايممكن انجامشودو ختمميشود

X STاست تشكيلشده دوبازه از زمان اين درنظربگيريد اولكهبرابررا زماني۱بازه واحد

انجامدهنداستكارگرانسعيمي را است، آنهامنسوبشده به واحدكنندكارهاييكه يك از بعد

انجامك استيانهزمانيمشخصميشودكههركارگردر ارمنسوبشدهموفقشده

كارها از كدامتعدادي بهياهيچ توجه با حالتبعديكارگران و انجامميشوند درستي به

تعيينميشود آنها بابعدعملكرد كار اين يابداز ادامهمي ازايجديد به فرضكنيدما

جديد ايمهاي استبنابراينرامحاسبهكرده حالتهايممكنبعدي وزنداركليه جمع

زمانيخواهيمداشت ايندوبازه جمع وبا

k

i

l

j
SXjiSX ji

TaT

از بهممكن را اينصورتميتوانمعادلهبالا خودشانتقاليوجودداشتهباشددر به

زيربازنويسيكرد صورت
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k

i

l

jii
SXk

i

l

jii
ji

SX ji
T

a
T

جفت گرافمدلميكنيموابستگيبين يك بهصورت را جهتدارهايمختلف گراف

اجرايكارهايگرافتكاملمجازماركوف از بدينصوري مثالدرتميسازيمرا

۳شكل

بهصورتاستقراييميسازيمگراف راسازرا ازهر رئوسي ازنشاندهنده حالتي و

حالتكارگراناست

استisكهnsssSكهابتدا اوليههركارگر راسحالت ازايهر درهرمرحلهبه

چاههايكهANSXاز نميباشدشاملكليه

زيرمجموعههايغيرتهيرامحاسبهميكنيم۱ تمامي درنظرميxEDحال را

گيريم

زيرمجموعهكليههايدنبالههايممكنفرضكنيم۲ ي،كه

n nsuccess s fail s success s fail s success s fail s

رادرنظرميگيريم هستند



٤٤

جفتهاي ازايكليه راسSDXبه ،SDXدرمجموعه درصورتيكه را

آناضافهميكنيموكمان اضافهميكنيمرابهSDXSXنباشدبه

١شکل گراف-١ از تکاملمارکوفیمثالی



٤٥

دورهايممكنطوقهها تنها گرافوابستگي، تر گرافتكاملمجازماركوفييابهطورساده در

راسهايبا گرافشكستيكساناستودورهايبين در دورهامتناظردورها اينجا واقعدر ودر

كه چرا بينهستند يال و است ثابت كارگرانشكستكه كليه استكه يالي درها و بخورند

گرفتن نظر بدوندر دقيقاً ازايهرنتيجه به انگار واقع در و داريم را گرافشكست يكهمان

گرافشكستداريم كپياز

گرافشكستعموميگرافشكستعموميبدوندور روي زا بدينصورتميرا

ازايهردوردر حذفميكنيموسازيمكهبه آندور از خواهددرنتيجهيكيال بدوندور

بود

باشندرئوسترتيبمکانيترتيبفرضكنيد

ازايهر رئوسگفتيمكهبه گرافشكستعموميداريماز از واقعبهيككپي حالدر

ازازايهر حذفميكنيمراقرارميدهيميككپي دورها از يال يك ترتيبيعني حال

راكهبهصورترئوسمکانی

LSSS

LSXSXSX

SNSNSN GGG



٤٦

باخواهدبود را ايندنباله ازاگر يک ازنشاندهيم،هر ای واقعدنباله در ها

j،جفتهای lاست ،

کارگرانمارکوفی۳-۳ الگوريتممساله

گرافشکستکارگران در تعدادکارگرانثابتاست،بعلاوهطولدورها بافرضاينکهعرضگرافو

ارائهميدهيم الگوريتمي برايمسئله گرافشکستعموميهمثابتاست، اينکهطولدوردر توجهبه با

حداکثر چوثابتچراکه و ثابتپسثابتاستونخواهدبود

زنجيرهمارک داشتن بدون برايمسئله ارائهشده الگوريتم واقعشبيه در ارائهشده استوالگوريتم ف

راسيک Xبرايهر SSيک راسو آن انتظار تکميلمورد زمان Xکه Sباعثکه انتسابيکه

زمانتکميلمي اين راداريمشوددستيابيبه

ترتيبمکانیف دوررضکنيد بدون گراف توصيفشدرئوس بخشقبل در که همانطور

پيمايشايندنبالهميباشد اولشروعبه آخربه از اعضايکنيمحال برايتمام ،mYابتدا

m iX SSوm iX Sبه را کارگران برايکندمنسوبميهمه hحال mنشان

چمي گونهدهيمکه
h iX SSوh iX Sشودتعيينمي

hxE wآننمي از راسي بينهيچدو زيرا اينتوانماست چوندر هاينيازصورتپيشسيرداشت

انجامنشده انتسابستايکيبهصورتکامل تعداد هراستهايممکنبرايکارگرانحداکثر

يابه يابهکارگر شودمنسوبميو



٤٧

پس خواهدبود ناموفق يا کارشموفق انجام در کارگر کارهاسناريويnهر انجام مختلفبراي

ازايهرسناريومي به توجهبهشکستياموفقيتهرکدامبهدستداريم، با را حالتبعديکارگران توان

انجام کارهاي ومجموعه کاآورد نيز يرهايميشده حداقل که برايشوند کارگرانمنسوبشده از کي

آنموفقشدهباشد انجام

kDفرضکنيدکه D Dزيرمجموعه hEهايکليه XباشندDپساحتمالدستيابي

از يک iبههر jX D Sبرابر دارندجمعها را جفت اين رسيدنبه نتيجه احتمالسناريوهاييکه

ازايهرسناريوشوندمي يکدنبالهبهطولبه است۱و۰از،کهبا کهيکنشانموفقيتکارگر

حاضر حال در حالتکارگران درصورتيکهاگر کارگرباشد به نشانکارمنسوبشده را ام

دهد

l l S l l Sl li j l t l t
C l C l

a P q P q

حالتيباشدDاگر حالتيکهبايدبررسيشود تنها حسابشدهبنابراين راسقبلا آن مربوطبه

واقعتفاوتاساسيمسالهمارکوفدرهمينقسمتاستDاستکه استودر

توجهبهپيمايشيکهبرايگرافشکست چونترتيبمکانیبا حذفيکدورداريمو آنبودکارگربا

حتما hXپس Sوصل يال و بوده دور در که راسي آن براي بهقبلامحاسبهشدهمگر آن کننده

راس آخرين راسدقيقا اين ؤلفههمبنديخودشاستدرمترتيبمکانیفرزندشحذفشدهبودهکه



٤٨

ختممي استکهبهيکدور توجهبهشکلمؤلفهکهتعداديمسير شودچراکهبا

گرافشکستعمومی-شکل از شمایيِکمولفههمبندی

يال اگر kuحال uراس باشد حذفشده دور ترتيبمسيردر به دور درkuبهuهاي

راسميترتيبمکانی وساير راسآيند از يکي به درمسير چون نيستند دور در دورقرارهاييکه هاي

ازدارندپ آيندميترتيبمکانیدرkuسقبل

ر رأسسيکهدرمحاسبهپستنها حالتيکههمهکارگراندرkuآنشکلداريم کهدر چرا است

جفت به ناموفقباشند کارشان hXانجان uوليمي رويم
hX uSاست اينحسابنشده حل براي



٤٩

رأس وقتيبه hXمشکل uانتسابرسيمکهحاسباتميدرم تمام ازاي به حسابنشده هايآن

حسابکنيمممکنسعيکنيمکه را چونآن hXجفتحال uنمي نشده ،توانمحاسبه

hX uبراي را حسابکردپسهمينسناريو hXرا uادامهميتکرارمي آنقدر و تاکنيم بهدهيم

h lX uبرسيم

انتسابهایممکن٧شکل تعداد از نمونه
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ازايکليه nبه rwآيندمعادلهممکنبدينطريقبدستمي
hX uSوهررامحاسبهمي کنيم

کداممقدار
hX uSانتخابمي را کنيمراکمينهکرد

کليه٣لم
h iX uS،i lييکههاييکهدرمعادله

hX uSآنقراردارند،کمينههستند کمينهدر

فرضکنيماثبات
h iX uSجفتبرابرمقدارکمينه hبراي iX uآنجاييکهاست از

h i h iX u i X u iS P S C

کمينه برابرمقدار
h iX uSجفت hبراي iX uپس نباشد

h iX uSنيستپس کمينه
h iX uS

چونستکمينهني
hX uSاستپسکليه کمينه

h iX uSهاهمکمينههستند

جفتچون hهايحاضردر iX uآنهاهمحاضربرابرمقدارکمينهشدندپس در
h iX u

است

رأسمحاسبه۲مرحله رويمسيربراي هاهايمنتهيبهدورهاي

kvفرضکنيممسير v vباشيمکه داشته بهدور استپسkvرا رويدور راس
h kX vSبهينه

کرده حرکتميايمرامحاسبه به اولشروع به آخر از دنباله روي انتسابحال ازايکليه به و هايکنيم

ممکن
h iX vSتوجهبهفرمولمحاسبهمي با کليهکنيمرا آنجاييکه از

h iX SSراستهاييکهدرطرف

قبلامحاسبهشده دارند قرار استمعادله امکانپذير کار اين دراند آن رأس پسبرايهر
h iX vSکه

استو رادرنظرميمقدارشکمينه آن گيريممربوطبه
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الگوريتم۳-۴ اجراي زمان تحليل

بهقضيهفرضکنيد توجه با باميعرضگرافباشد را گراف زنجيرتوان

برمبنايپوششداد گرافشکستحالبرايهرهاگرافتشکيلشدهصرفا بهشکل توجه با

دور برايهر ابتدا تعدادمعادلهرامحاسبهميعمومي که nهايممکنکرديم rw

چونکهايممکنبرايدنبالهبهطولانتساب دورهايگرافشکستکارگرانوممطولدورکه

توجهبهفرضثابتاست iوبرايمحاسبهبا iP Cداريمسناريويعملکدرهرمعادله را ردکارگران

دورصرفا از جدا رئوس براي برايهرکدامو و آوردنانتسابممکن بدست iبراي ja

پسداريم

w n r n n n

u in circle u not in circle
t w w

رأس اين کل برابرتعداد nها r n

u in circle
wچند زمان در برايهرکدام ايجملهو

چندتوانپسدرکلمي،تعدادقابلمحاسبهاست زمان ايمحاسبهکردجملهدر
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اعتماديدگيچيپ۴ کارگرانغيرقابل مساله

نشاندادهميبرا ابتدا دوشرط هر لازمبودن دادن اگرعرضگرافثابتوينشان که شود

استتعدادکارگرانثابتنباشدم ادامهنشاندادهمينترتيبههمسالهسختتمام اگرشودکهيبدر

رثابتوتعدادکارگرانثابتباشدمسالهسختتماماستيعرضگرافغ

حالت دقيدر برايقايکهمساله بديککار جوابمساله دارد، تماميهيانجام که چرا ياست

برا را ايکارگران تشکيوقتميکنينکارمنسوبميانجام کارمستقل دو از گرافتنها لشدهيکه

تعدادکارگرانغ استياستو ثابتاست،مسالهسختتمام تريندوميار گرافاستينساده ن

ايسخت ناشيمسالهدر آنجا از حالت رابهطورمتوازنبيدانيشودکهنميمين چگونهکارگران نيم

ميمکنيندوکارتقسيا

حالت داردنيککارگربرايقايکهمسالهدقيدر جوابمسالهبديانجامکارها کهيهيز چرا است

نظرمبمکانیيترت در را اوليريگيکارها به را درهرمرحلهکارگر و ترتيم به انجامنشده بينکار

تاميوقتميکنيمنسوبممکانی تعدادکارگراندو وعرضگرافغيکه مسالهرثابتاست،يشود

ايسختشوديسختتمامم ناشيمسالهدر آنجا از حالت يگرافباعثميدگيچيشودکهپيمين

کار که درهرمرحله زيانجامميشود تعداد براياديشود نممجازانجاميکار وما ميدانيشوند

ا ايچگونه به را مينکارهامنسوبکنيندوکارگر



٥٣

ر١-٤ زيباريگرافهايزيبرنامه تعداد استياديکبا کارگرسختتمام

ا دادهميدر حالتشودينبخشنشان کارگرانغيدر تعداد و کارمستقل دو ريکه

است است،سختتمام کمکيايبراثابت دومساله پيميمعرفينکار و تعيدگيچيشود نييآنها

افرازضربياولشوديم استينمساله

يافرازضرب

اعدادکعددينمونه و

iکهيوجودداردبهطورامجموعهيآمساله ii P i Ps s؟

جمعيتوانسعيم افراز ايکردمسالهمعروف به کاهشداديرا ايتوانيمامنمساله از نيم

کنيواقع استفاده باشيت داشته اگر که iميم ii P i Pr rدار iميآنگاه ir r
i P i P

متاسفانه irاما
isفضا بهيينماي، انسبت از صرفا و برايدارد يمسالهينکه

i ii P i Ps sا جمله چند نميجواب ندارد، برايتواننتيوجود گرفتکه يمسالهيجه

i ii P i Ps sاين جمله چند حل راه وجودندارديز

رامياختصاصيفضاينمسالهيا زيتوانبايافته پوششيديرکانهيککاهش ازمساله گر

ازنظريپايکهاصلهايسهعضويقتوسطمجموعههايدق حلکرديه اعداددارد، ه
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افرازضربلم استيمساله سختتمام

توسطمجموعههايپوششدقيازمسالهياثباتکاهشيبرااثبات ايسهعضويق نيبه

دار را ميمساله

ازي زيمجموعهکهکنمونه ازيسهعضويرمجموعههاياز

i،است i i iS a b cز گاه ايهر قاهريموجودباشدکهدقازيرمجموعه

از زيقايدردقعضو ازيک افتادهباشدمنتخبازيهاiSرمجموعه توانفرضکرديماتفاق

mکه nاجتماعهمه درغ،يرمجموعههايزياستو که چرا اياست نصورتمسالهير

ازيجوابندارد زکنمونه ميسازيرميبهشرح

اولمتواليکوچکتر اعداد نظرمين در توجهبهقضم،يريگيرا اعداديبا ه

درمنبع Oبرابريمقدار،۴اول m mايتوانينميبنابرادارد زمانيم در را اعداد ن

O m mاز استفاده کنبا بهياميمحاسبه توجه با زمان اندازهن

ا جمله چند استينمونه

اينمونه اندازه ازداردبرابري، عددبههرعضو نعددياميکنيمتناظرمي،

ا عناصر با اعدادمتناظر حاصلضرب زيبرابر يعنيرمجموعههاستين
i i ii a b cs P P Pتوجه

اندازهisديکن به Oکوچکهستند،يکافيها nضربديفرضکنisو ضربهاباشد

کدام کههر nOباشند nکنهستند کهيتوجه pد
q

زيعددصح است رايح
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ii S Uد عدد دو نمونهيحال به ميگر nم،يکنياضافه m

ps P
q

و

n ms P qاننمونهيبنابرا جمله چند حافظه زمانو ديآيمدستبهنسبتيدر

کهيفرضکن ويايداراد جوابباشد اريزن راازيمجموعه جواب که باشد

تعرکنديميمعرف به توجه مسالهيبا iف mi Q s P P Pنيبنابرااست

n
ii

ii Q
m

s
s

P P P
واقعاست در

n i n ii Q i Qs s s s

جواباستيهمداراننمونهيبنابرا

ارمجيزجوابباشدويدارادنمونهيفرضکن iباشدکهيموعه ii P i Ps s

دوعدديدانيم تنها که برnsوnsم که بهعنوانmPرهستنديبخشپذmPهستند را

تجزيعيمدوعددطبيدانيمفاکتوردارند اگر تنها و اگر برابرباشديبرابرهستند آنها باپسه

برابرعناصروديقراردههستنددر جزينکهدريرا قرارستندبه

ميجهداريدرنتديده

n i n ii L i Rs s s s

زيکهم انشوديزبيرنيتواندبهصورتمعادل
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i ii L i R

p s q s
q

iنيبنابراهستندازيافرازوکه ii L i Rp s sجا با ذريگذاريو

بالابهدستم ،يآوريمعادله iiوم Lq sآنجاو ايياز داريکه اعدادمثبتهستند مين

ii Lq sنت زيدر اريجه استکههرعنصرازيمجموعه دريدقموجود قا

استويکي آمده ايزازمجموعهها ازيازمجموعهيرمجموعه قايدقاستکههرعنصر

ازيدر استکعنصر جواباستيداراپسنمونهآمده

استينمسالهکمکينشاندادنسختتمامبودندوميبرامساله

کم جمعضربهايافرازبا نه

اعدادگوعددنمونه nrاي، r r

iکهداکردنمجموعهيپهدف ii P i Pr rباشدينهميکم

سختتماماستمسالهلم
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ابهنگازيککاهشتورياثبات چندجمله زمان نشاندادهشوديارابهميدر

چگونهبرايم جستجوبرايکمسالهييشودکه ازينمونهيبا جوابساختهشده ،

اميابيب اصلياثباتبر ایهرن بر استکه تابعبناشده xدر d xf x e eروی کهبر

x dدر کمينه ، افتدdxتعريفشده بااتفاقمی کار جا اين در حاضر تنهاسختی

است اعدادگويا

ازمسئله کهيکنمونه بگيريد نظر در nsرا s sاز بزرگتر اعدادصحيح هستند۲همه

ازنمونه تعريفاي iبا ir hکهi
i

h
s

نظرمي کهميهمانگيريمدر خواستيمطور

irبرايمسئلهاست کههنگاميکه کنيم بررسي بايد جوابما براي دارد وجود جواب

از برابرکمينهبراينمونهساختهشده
n

i
i

hاست

چهبررسيمي iزمانيکنيمکه i
i P i P

r rرادارد nاينمقدار
iid rآنگاهقراردهيد

ii i Pi P
d rr

i i
i P i P

r r e e

iiافتدکهکهتساويهنگامياتفاقمي P

drباشد

استکه اين حياتي بررسي
d

eبرابر
n

i
i

hعد گوياييکه پسهرگاهمسئلهباشدمي،ستاد

آيد،مي آنبهدست جوابکمينه و حلشود وجودداردتوانتعيينکردبراينمونهساختهشده
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iiکه P

drنه يا nتوانبهصورتمعادلهميباشد
i ii i Ph hنوشتهنيز

دهدشودکهنتيجهمي

i ii P i Ph h

نشانمي واقع در اين iدهدو i
i P i P

h hکهمعادلi i
i P i P

s sنمونهاست براي پس

اگربراي وتنها اگر جوابوجودداشتهباشدجوابوجوددارد

استتعدادکارگرانغيرثابتاستکارمستقلدارد۲کهتنهامسالهقضيه سختتمام

چندجملهاثبات زمان ازيککاهشتورينگبا هايدلخواهشودارائهميبهاي

nrکه r rبگيريد نظر در ازرا تنها جهتداربدون کار۲گراف را آنها تشکيلشدهکه کار

چپ داريمناميمميراستوکار کارگرکارگر i،احتمالموفقيتهر left i rightp p،برابرir،

شوددادهمينشانipيابهصورتسادهبا

کمينهمي را تکميل زمان بگيريدانتسابيکه نظر در را کارمجموعهکند به استکه کارگران از اي

وشوندمنسوبمي،هستندمجازکههردوکاريعنيهنگاميچپدر استاگر زمانتکميلکمينه

اگر iتنها i
i L i L

r rجوابمسئلهکمينهباشد انتساببهينه استبنابراين



٥٩

بررسيمي را انتساببهينه دادنمعادلبودن، توسطرامجموعهکنيمبراينشان کارگرانکه از اي

راستمنسوبمي بگيريدبهکار نظر در را واقعمکملمجموعهوشوند در و ازهايمجزا

iهستند
i L

l pکارگرانمنسوب از يکي حداقل کاراحتمالموفقيت به شده

و است iچپ
i R

r pکارگرانمنسوب از يکي حداقل کاحتمالموفقيت به راستشده ار

ازفرمولاست استفاده رامحاسبهميبا کنيمزمانتکميل

left rightl r T r l T
T

l r

چپوleftTکه انجامشده ازکار انتساب انتسابrightTزمانتکميلباشروع زمانتکميلباشروع

راستاست انجامشده ازکار

اينکهمي توجهبه رابا واقعمجموعهسادهکرد،برابرهستندrightTباleftTتوانفرمول ثابتودر

و کمينهشوندrightTوleftTگاهشودهرکمينهميTهستند

kفرضکنيد nکهمجموعه کارگرانباشد از چپمنسوبrightاي کار به

کارباقيمي چپتنها وکار راستانجامشده يعنيکار انتظاراستمجازماندهوشوند و زمانتکميلدور

اينصورت در

right
ii k

T
p
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آنجاييکه انتظاربهصورتواضحدرصورتيکهipاز kزمان nباشدکمينه

باleftTrightTدرنتيجهشودمي را انتظار زمان اين آنگاهنشاندهيمفرضکنيم

l r T r l T r l TT T
l r l r r l

بهکارمنسوبميتوجهکنيدکه را کارگر نشاندادهميکندهر اين، شودکهبراينشاندادن

افزايشمييايابدهنگاميکهزمانتکميلکاهشمي آن توجهبهيابددر توجهکنيدکهفرمولمتقارنبا

رانسبتبهيا آن جزئي کنيمميحسابمتقارناستپستنهامشتق

l Tl
r l r l r

ازاي استlاينمشتقبه کمينهمياکيدامنفي انتظار زمان بيشينهوشودهرگاهبنابراين

کارمعادلاينشوند به کارگران تمامي که است واقعمنسوبميیاين در و افرازوشوند

nباشند

حالنتايجبدين رابهکاريمنسوبميپستابه ابتداهمهکارگران انتسابدر کندصورتبودهاستکه

انجاموهنگامي براي يککار تنها کارمنسوبکه اين به را کارگران انتسابکليه است باقيمانده شدن

کندمي
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آنجاييکه انجام-هستند،nافرازواز حداقليککارگرموفقبه اينکه احتمال

کارگر اينکه از اينستکهمستقل تعيينکارششوند چپمنسوبشوند و راست کارهاي به چگونه ها

احتمالکمينهميشوندمي اين بيشينهشودشودهرگاهدرنتيجه

واقع در

i i i ii L i R i L i Rlr p p p p

آنج از پرانتزسومبهnافرازواييکهکه بنابراينمعادلهبستگينداردوهستند

iشودهرگاههميبيشين i
i L i R

r rشودبيشينه

انتسابياستکه iبنابراينيکانتساببهينه i
i L i L

r rکندرابيشينه

استبرنامه کارگرانثابت،سختتمام گرافعريضبا تنهاهنگاميريزي وعرضگراف۲که کارگر

استمي تمام بودنمسالهتوانغيرثابتباشدمسئلهسخت تمام ابتداسخت اينهدف، به رسيدن براي

دادهمي نشان کمکي چندشودهاي زمان با تورينگ کاهش يک انتها دادهميجملهدر نشان دشواي

است باکارگرانثابتنيزسختتمام
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کديتوض۵ ح

اوليتمبرايالگوريادهسازيپ۵-۱ مساله

و كارها وابستگي بيانگر كه گراف يك كارگرمساله كه بهطوري احتمالكارگر با

i jPكاركار برايهر و انجامميدهد درستي به كهرا دارد وجود يككارگر حداقل

i jP

ريزيبهينه راكمينهكندزمانتكميلاستكههدفپيداكردنبرنامه

تعدادکارگرانم ايبافرضثابتبودنعرضگرافو جمله چند زمان رايايتواندر نمساله

حلکرد

ارايالگور اهشدهيتم ترتيبه اگر استکه گرافتکامليراسهاترتيبمکانيبينصورت

خلافترتباشد ازيبر براميکنيشروعمب انتسابهيکليدرهرمرحله

ميها نظر در را برايريگيممکن و فرمولآنهايم به توجه با را

k

i
ii

K

Txa
aaa

Txد انتسابينهادرميآوريستمبه که،hXتهر

زمانتکميکمتر انتساببهلين داردبهعنوان زمانتکمhXنهيرا ليو
X h

Tزمانتکم ايآن نيل

راسهاست
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پ۵-۱-۲ يادهسازيمسابلمطرحدر

الگوريايادهسازيدرپ زين استريتممسابل مطرح

استفادهدربرنامهيفثابتهايتعر ۱ مورد

نتعدادکارگرانيشتريب 

آنتستشوديينتعدادکارهايشتريب  کهممکناستبرنامهبا

يعموميرهايمتغ ۲

مسالهيهايورود 

توسط،تعدادکارگرانتعدادکارها  انجامهرکار يسدوبعديماترهرکارگرواحتمال

ورود  خروجيدرجه گرافپيو راسدر کارهايازيشنيهر

راسيوروديراسهاوپدرانيراسخروجستفرزندانيل  هر
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ايبرا  تکمياثبات زمان براياستينهمتناهيلبهينکه حد ارايايک زمان راياهشدين نمقدار

ميکنيرهميذخريدرمتغ

اول  رابرايدرهرمرحله انتساببهينعنصرصف آوردن زمانتکمينهيبهدست ينهيلبهيآنو

اولصفبرميکنيآنپردازشم از را آن و ودرصورتيداريم ايکهکليم راسراکهيهپدران ن

انتهايدرصفن اميکنيصفاضافهميستندبه استنصفازنوعيهرعنصر

استيآنشناسه،هريبرااز١کنگاشتي  تکمآن زمان به آنينهيلبهيها

هاستفادهدرمحاسبيبرا
hxThxکهپدران ابتدا انتهاکيدر شوديصفاضافهميبه

ا زمانننگاشتيبه اضافهمبا ميکنيرا

راسهافکلاسيتعر ۳ اند،گروه۳آندريکه تقسبمشده راسها ريچندمتغوسابر

زميگرکهبرايديکمک واقعبهترکردن تميالگورياناجراسهولتدرمحاسباتودر

١
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يتوابعکمک ۴

پدران  گرافتکاملبرايتابعمحاسبه راسدر درصورتيايک را آنها ستنديکهدرصفنينکه

آناضافه ميکنبه
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٦٨
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اتسابهايتابعمحاسبهکل  کييممکنبرايه
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-

-

ازاانتسابيلبرايزمانتکميتابعمحاسبه  اولصفيبه عضو
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يکليشبهبرنامه۵-۱-۳

اياصليشبهبرنامه نصورتاستيبه

اجرايتحل۵-۱-۴ زمان يادهسازيپيل

ترت تحليبه راسهايکنيفرضمميکنيلميبشبهبرنامه استگرافتکامليمتعدادکل
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اولدريتول ۱ دعنصر

استيازدوفسمتتشکيخواندنورود ۲ لشده

استنگرافکهيايالهايتعداد،کهکارهادريگرافوابستگ 

وتعدادکارگراندر  توسطکارها انجامکارها احتمال

اجرا ۳ توجهبهثابتبودن،تابعيزمان ثابتاستکهبا

اجرا ۴ اجراازيکيهريبراتابعيزمان زمان رايانتسابممکن آن

ودرکلميمحاسبهمدر شوديکند

راسبرا م،پسيپردازشداريودرکل

w n wO t t nt n V w V w w V w

آنجا از توضييو به توجه با توانياستبهصورتسادهشدهم،حاتيکه
اجرا تميالگوريزمان

O V t t C V C V

حسبکه استياچندجملهبر



٧٥

کارگرانمارکوفیيدهسازايپ۵-۲ الگوريتم

و وابستگيكارها احتمالكارگربهطوريكارگرمسالهيكگرافكهبيانگر jiPبا

يككار كارگر برايهر و انجامميدهد درستي به يكijPرا كارگر ،بهعلاوههر

حالتمداردكه استوهر آنها انتقالبين و حالتهايي از يكتشكل ،skqداردكه

توسطمو انتقال وبداحتمال حالتنشانميدهد اين در را احتمالموفقيترتنيفقيت انجاميب تدر

ستوبرابريککارگرثابتنييککاربراي
ks i jq Pاست

ريزيبهينه راكمينهكندنتكميلزماكههدفپيداكردنبرنامه

گرافشکستعموم در تعدادکارگرانيبافرضثابتبودنطولدورها يموعرضگرافو

ا جمله چند زمان حلکرديايتواندر را نمساله

مسايلمطرح۵-۲-۱

ا در تفاوتکهمساله ايتنها اولدارد حالتبامساله اين در استکه ازاين به جا راسين هر

گرافتکامل، ايالگورستيمکهبدوندورهمنيداريکگرافشکستعموميدر نصورتيتمبه

کههمانندمسالهي ترتود خلاف حرکتميراسهاترتيبمکانيبياولبر ميکنيگرافتکامل

ابتداسع راس انتساببهيکنيميسپسدرهر تکميم زمان و بهينه را آن مختلفيحالتهايازال

آور ازايايبراميکارگرانبهدست زمانتکمينکاربه انتسابممکن، ليهر



٧٦

انتسابهايدکليکاربانيايبرادورهايرويراسهايبرا ۱ راسهايايبراممکنيه ن

بگ نظر در ازايريرا وبه nيم rwتکميمعادله زمان آمده راساولينهبرايلبهيبهدست

ميآوريرابهدستم

ترتيگرافشکستعموميهاريمسيراسها ۲ پردازشميبه ازدورها آنها ميکنيبفاصله

تک زمان دريمو را انتساب بهسنارلهر توجه کارگرانبهيمختلفبرايوهايبا عملکرد

ميآوريدستم

اجرايتحل۵-۲-۲ زمان يادهسازيپيل

پيالگور آنيگرافشکستعموميشدهبرايادهسازيتم در درباشد۱استکهطولدورها

ابتداسعيا ترتيمينبرنامه راسهايشود يبرامشخصشوديگرافشکستعموميبپردازش

راسهايا ابتدا راسهايوسپسساطوقهيداراينکار ترتر ازيبه آنها بفاصله

نديآيدورم

ا تفاوتيدر نحوهينجا در دارد وجود دريمحاسبهيکه که انتقال جااحتمال يبه

زمانيتحلاست ترتيالگوريل ايباجرايتمبه ،iMنکهيبافرضانصورتاستيآنبه

راسها تعداد باشدگرافتکامليو

اولدرادعنيتول ۱ صر
استيازدوفسمتتشکيخواندنورود ۲ لشده

استنگرافکهيايالهايتعداد،کهکارهادريگرافوابستگ 
وتعدادکارگراندر  توسطکارها انجامکارها احتمال
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گرافمارکوفکارگراندر 
اجرا ۱ توجهبهثابتبودن،تابعيزمان ثابتاستکهبا
اجرا ۲ اجراازيکيهريبراتابعيزمان زمان يبرايانتسابممکن
حالتممکنحالت کنديمحاسبهمدرکارگرانهر

راسبرا م،پسيپردازشداريودرکل

n w n nO t M t nt n M n V w V w V

آنجا از توضييو به توجه با توانياستبهصورتسادهشدهم،حاتيکه
اجرا تميالگوريزمان

O V t t C V C V

حسبکه استياچندجملهبر
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انگليسیبهفارسی۱پيوست واژگان

تكاملمجاز

كمان

حركتروبهعقب

دغدغه

فرزند

زيرمجموعههايمجزاي

مجاز

انتظار زمانتکميلمورد

شكست

ا يمحاسباتشبکه

روشحريصانه

مستقل

گرافالقاشده

راسهايداخلي

-مقياسبزرگ

انتساببهينهي
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اشتراك

ريزيموازي برنامه

پدر

مسير

پيشنيازي

مديريتپروژه

چاه

پيچيده

چشمه

حالت

موفقيت

تصادفي

انتقال

قطعيتعدم

اعتماد غيرقابل
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انگليسی۲پيوست واژگانفارسیبه

انتساببهينهي

انتقال

برچسبگذاري

ريزيموازي برنامه

پدر

پيچيده

يمکانبيترت

تصادفي

دغدغه

مانتكميلز

زنجيرهماركوفزمانگسسته

زيرمجموعههايمجزاي
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حالت

حركتروبهعقب

چاه

چشمه

دور

راسهايداخلي

روشحريصانه

انتظارزمانتکميلمورد

پيشنيازي

شكست

عدمقطعيت

اعتماد غيرقابل

فرزند
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كمان

گرافالقاشده

گرافجهتداربدوندور

مديريتپروژه

ا يمحاسباتشبکه

مجاز

مستقل

مسير

-مقياسبزرگ

موفقيت
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فهرستمنابع
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